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第1章 预备知识
1.1 概率空间

在自然界和人类的活动中经常遇到各种各样的现
象，大体上分为两类：必然现象和随机现象 。

具有随机性的现象—随机现象

对随机现象的观察或为观察而进行的实验

—随机试验

随机试验的结果 —基本事件或样本点。 ω记作

Ω记作所有可能的结果称为样本空间。

由基本事件组成的子集AΩ —A称为事件。

（有3个特征）



事件的性质 假设A,B,C是任意事件，则他们满足：

(1)交换律

(2)结合律

(3)分配律

(4)对偶原则 (De Morgan律)
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.- 代数中的为那么，称 σΩF

.),( 中的元素称为事件为可测空间，FF Ω

定义1.1 中的某些子集是为样本空间，设 ΩΩ F

：组成的集合族，若满足



性质 假 代数，则中的任一事件是设 -σΩF
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.-5 代数必为代数）（ σ



例1.1

例1.2

例1.3

.- 代数类是事件的一切事件构成的事件由 σΩ

，由 },{ ΦΩ=F

.- 代数称作平凡事件σ

},,,{, ΦΩ=Ω∈ AAFA对任意事件

代数。是事件 -σ

.)-( 代数常常它为称为最广泛的σ

代数。是事件则 -σF



}};6,5,4,3{},3,2,1{,,{)1( φΩ=F事件类

}};6,5{},4,3}{,2,1{,,{)2( φΩ=F事件类

}};6,4,2}{5,3,1{,,{)3( φΩ=F事件类

随机试验: 掷一枚骰子，观察出现的点数，

思考题：

，下列事件是否构成样本空间 }6,5,4,3,2,1{=Ω

代数？-σ



定义1.2

).(Aσ记作

代数，的最小的上任意包含事件对于 -σAΩ
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之交，即代数
的事件上包含代数，并且等于最小事件
的必定存在含中的任意事件类对于注：

代数，生成的称为事件 -σA

结论： 中的一个集系，是设 ΩA 的最小的则包含A

.)(- 一定存在代数 Aσσ



定义1.3
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显然
记作代数上的类似可以定义合

集，其中的元素称为记作代数
上的称为代数）的最小（即包含
代数生成的由所有半无限区间设



定义1.4 -σ上的事件是定义在样本空间设 ΩF

足上的非负集函数，且满是定义在代数， FFAAP ∈),(

;1)(01 ≤≤∈ APFA ，有）对任意（
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例1.1： ],1,0[],1,0[]1,0[ BFBorel ==Ω概率空间：设上的

=Ω ),(,-]1,0[]1,0[ FBorelB 称代数上的是局限在即 σ

]1,0[],[.]1,0[])1,0[],1,0([ BbaABorelB ∈=∀可测空间上的为

概率空间，上的为，称定义 BorelPFabAP ]1,0[),(,)( Ω−=

.]1,0[ 概率测度上的为称 BorelP



概率的基本性质
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{ },iA假设事件序列

,)1( 21  ⊃⊃⊃ nAAA如果

,)2( 21  ⊂⊂⊂ nAAA如果

事件列极限1：
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结论： .)( 序列必有极限集合单调事件



概率的连续性：)8(

的事件序列或递减是单调递增若 )(}1,{ ≥nAn定理：
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事件列极限2：
，）对于任意事件序列（ },2,1,{3 =nAn

},2,1,{
kn




=
∞

=
kAn ↑ ,{



∞

=kn
nA },2,1 =k ↓

.因而分别有极限

定义1.5  

∞

=

∞

=








1k kn
nA

def

nn
A =

∞→
inflim nAlim

∆
=

— 的下极限nA







 ∞

=


kn
nA

∞+

=1k


def

nn
A =

∞→
suplim

nAlim
∆
=

— 的上极限nA



例1.2：
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∞→
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关系： nn
Ainflim

∞→
nn

Asuplim
∞→

⊆

含义：

}:{ axx ≤ ___= }1:{
n

axx +<
∞+

=1
)(

n
A 

∞+

=1
)(

n
B 



例1.3：

.}{ 序列面”和“反面”组成的所以投掷硬币结果“正=Ω

，的所有子集}{Ω=F }.{ 结果是“正面”第nAn =

则

=
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掷的结果都是除有限多次外，其余投{
}.“正面”



1.2  随机变量和分布函数

随机变量： 用实数来表示随机实验的各种结果.

定义1.6 上，是定义在是概率空间，设 ΩΩ XPF ),,(

，，且对上的函数取值于实数集 RxXR ∈∀→ ))(( ωω

,})(:{ FxX ∈≤ωω 上的随机变量。是则称 FX )(ω

关于随机变量的几点说明：

义它的概率。一个事件，因而可以定
中的是的集合，定义要求点

的样本是指所有满足
),,(})(:{

,)(})(:){1(
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aXFaX
Ω≤
≤∈≤

ωωω
ωωω



便，简记为自变量，为了书写方定义中ω)2(
})(:{ aX ≤ωω },],({}{ aXaX −∞∈=≤∆ ，记为以下把 XX )(ω

等表示。大写字母一般随机变量符号常用 ZYX ,,

则易证：满足 ,})(:{)()3( FaXX ∈≤ωωω

.}{},{
},{},{},{},{,,

FbXabXa
bXaaXaXaXRba

∈≤≤<<
<≤=<>∈∀



定理1.1：下列命题等价：

是随机变量；X)1(

；RaFaX ∈∀∈> ,})(:{)2( ωω

；RaFaX ∈∈≥ ,})(:{)3( ωω

.,})(:{)4( RaFaX ∈∈<ωω



定义1.7 上的随机变量，函数是设 FX )(ω
)(xF ),)(:( xXP ≤= ωω +∞<<∞− x

的分布函数。称为随机变量X

分布函数的含义： 取值表示随机变量分布函数 XxF )(

).( 为任意实数x的概率不超过x

分布函数 的性质：)(xF
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随机变量的类型：

离散型： kk pxXP == )(
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多维随机变量： ),,,( 21 dXXXX =

— d维随机向量



多维随机变量联合分布函数：

),,,( 21 dxxxF  ),,,,( 2211 dd xXxXxXP ≤≤≤=  Rxk ∈

性质： 是联合分布函数，则若 ),,,( 21 dxxxF 

；1),,,(0)1( 21 ≤≤ dxxxF 
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一些常见的分布：

1.离散均匀分布：

分布列： ,1
n

pk = ),,2,1( nk =

2.二项分布：

分布列： 10 << pn和对固定的

)0(,)1( ≥−= − kppCp knkk
nk

.为参数的二项分布和称之为以 pn

3.几何分布：

分布列： ),1(,1 ≥= − kpqp k
k 1=+ qp



4.Poisson分布：

分布列： 0),,1,0(,
!

>== − λλ λ
ke

k
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k

k

____参数为 的 Poisson分布λ

5.均匀分布：

密度函数 ）（
其它
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
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6.正态分布：
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−

−= ,]
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σ
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πσ
分布，的正态分布，也称为和称之为参数为 Gauss2σµ

),,(~ 2σµNX记作 .)1,0(~ 称为标准正态分布NX



7. 分布：Γ

密度函数 ）（ 0
0,0
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1
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
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>
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xexxf
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函数定义为分布，为参数的，称之为以 ΓΓλα

）（ 0)( 0
1 >∫=Γ −∞+ − αα α dxex x

Γ 函数的性质：

);()1()1( ααα Γ=+Γ
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2
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!)1()4( nn =+Γ



8.指数分布： 00 >=Γ λα ，分布中，令在
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≤
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9.   分布：
2χ
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−
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xnn

.2分布的称为自由度为 χn

10.d维正态分布：（略）



作业题：
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的概率分布函数设随机变量



1.3  数字特征、矩母函数与特征函数

征值就够了。
特要知道随机变量的某些实际问题中，有时只需
在来说是相当不容易的。而确定其分布函数一般

率分布（函数）描述，随机变量完全由它的概

一、数字特征

定义1.8： 学期望的离散型随机变量的数取值为）（ }{1 kx

EX ∑ ==
k

kk px ∑ =
k

kk xXPx )( ∑ ∞<
k

kk px )||(

期望连续型随机变量的数学）（2

=EX ∫ ∫=
∞+
∞−

∞+
∞− dxxxfxxdF )()( ))(||( ∞<∫

∞+
∞− xdFx

—— X的一阶矩



阶中心矩的）（ kX3
∫ =−= k

k
k EXxdFxm )()()( µµ

二阶中心矩即方差
2)( σ=XD ∫ −= R xdFEXx )()( 2

可测函数为设）（ BorelRRg dd →:4
)],,,([ 21 dXXXgE 

),,(),,( 2121 dR R d xxxdFxxxg ∫ ∫=

.),,,( 21 期望的联合分布多元函数的为 dXXX 

可测函数为设）（ BorelRRg dd →:5

)( 21
21

dk
d

kk XXXE  ),,() 2121
21

dR R
k
d

kk xxxdFxxx d
∫ ∫=

.),,(),,( 211 阶矩的称为 dd kkkXX 



二、Rieman-Stieltjes 积分

协方差）（6
),( YXCov )])([( YX YXE µµ −−= EXEYXYE −= )(

),( EYEX YX == µµ

积分。经不再是简单的前面数字特征的定义已 Rieman
复习： 积分Rieman

∑ ∆
=→

n

i
ii xf

10
)(lim ξ

λ
dxxfb

a∫=
∆

)(

Rieman-Stieltjes 积分：

上的实值函数，为有限区间设 ],[)(),( baxFxg

bxxxxxa nii =<<<<<= −  110



),()()( 1−−=∆ iii xFxFxF ],,[ 1 iii xx −∈ξ }max{ ix∆=λ

时，若当 0→λ 存在，∑ ∆
=→

n

i
ii xFg

10
)()(lim ξ

λ
的且与分法及 iξ

取值无关， 上在关于称该极限值为 ],[)()( baxFxg SR −的

积分，记为 )()( xdFxgb
a∫ ∑ ∆=

=→

∆ n

i
ii xFg

10
)()(lim ξ

λ

注： 但反之不成立。时，意味着当 ,0)1( ∞→→ nλ

积分。积分化为了时，当）（ RiemanSRxxF −=)(2

)()()3( xdFxga∫
∞+ )()(lim xdFxgb

ab
∫=

+∞→
）积分（广义 .SR −

积分的一个充分条件：SR −)4( 单调，连续，若 )()( xFxg
.积分存在则称 SR − 为分布连续，特别地，当 )()( xFxg

.积分必存在函数时， SR −



R-S 积分性质：

)()]()([)1( 2211 xdFxgkxgkb
a +∫

)()()()( 2211 xdFxgkxdFxgk b
a

b
a ∫+∫=
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a∫）（ ∑∫=

=

+
n

i

c
c xdFxgi
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)()(1

)( 110 bccca n =<<<= + —— 可加性

∫
b
a xdF )(3）（ )()( aFbF −=

注： 积分的最大的不同：积分与RiemanSR −

积分：Rieman ∫
a
a

dxxf- )( 0=

:积分SR − ∫
a
a

dxxdF- )( ∫= −
→ +

a
a xdFδ

δ
)(lim

0
)()( −−= aFaF

.)( 点处的跳跃度即等于a



是一个阶梯函数时，当 )(xF 处有跳跃度在设 ixxxF =)(
),,2,1( =ipi 则

)()(- xdFxg∫
∞+
∞ ∑=

∞+

=1
)(

i
ii pxg )(包含了离散型

.敛转化为判别级数是否收—

达式：离散、连续型的统一表

kEX )(- xdFxk∫=
∞+
∞

kEXXE )( − )()(- xdFEXx k∫ −= ∞+
∞



四、矩母函数与特征函数

1.  矩母函数（moment  generating function )

定义1.9： 的矩母函数定义为随机变量X
)(tXϕ )( tXeE=

显然 )(' tXϕ )( tXXeE=

)()( tn
Xϕ )( tXneXE=

)( nXE )0()(n
Xϕ=

的分布函数）为XxFX )((

.矩母函数由此得名—
.布函数是一一对应的可以证明矩母函数与分

变的分够用矩母函数刻画随机当矩母函数存在时，能
.布函数 .,常用特征函数来描述当矩母函数不存在时

∫=
∞+
∞− )(xdFe X

tx



的矩母函数，则是设 XtX )(ϕ

)0()1( Xϕ

)0()2( )(n
Xϕ

互独立，且

也相与，则是相互独立的随机变量若 tYtX eeYX ,)3(

)(tYX +ϕ

矩母函数的性质：

∫= R X xdF )( ;1=

);( nXE=

)()( tt YX ϕϕ=



2.  特征函数（characteristic function )

——复随机变量

定义1.10：

称为二维实随机变量，则设 YX ,
iYXZ +=

iEYEXEZ += ——复随机变量的数学期望

)(tXψ

的特征函数定义为随机变量X

)( itXeE= ∫=
∞+
∞− )(xdFe X

itx

的分布函数）为XxFX )((
 txitxeitx sincos +=
∴ )(tXψ )( itXeE= )(sin)(cos txiEtxE +=

.的复值函数特征函数是一个实变量



特征函数的性质：

,1)0()1( =ψ ,1|)(| ≤tψ ——有界性

)()()2( tt ψψ =− ——共轭对称性

.),()()3( 上是一致连续的在 +∞−∞tψ

,,)4( baXYRba +=∈ ，若 的特征函数为则Y

)()( atet X
ibt

Y ψψ =

时存在，则当若随机变量 nkEXX n ≤,)5(

)()0()( kkk XEi=ψ 或 )0(-)( )(kkk iXE ψ）（=



的特征函数设相互独立的随机变量 nXXX ,,,)6( 21 

则分别为 ),(,),(),( 21 ttt nψψψ 

的特征函数是∑
=

n

k
kX

1
.)(

1
∏
=

n

k
k tψ

.)7( 互唯一确定特征函数与分布函数相

,特别地 存在时，有当 )()(' xfxF =

dxxfet itx )()( ∫=
∞+
∞−ψ )(xdFeitx∫=

∞+
∞−

dttexf itx )(
2
1)( ψ
π ∫= ∞+

∞−
−

)1(

)2(

.)()2( 的傅里叶变换式恰好是可积函数 tψ



.函数的泊松分布，求其特征服从参数为设 λX

.],[ 征函数上的均匀分布，求其特服从设 baX

DXEXXpnBX ,),,(~ 的特征函数以及求设

例3.1：

例3.2：

例3.3：

例3.4： .),( 2 的特征函数求正态分布 σµN

例3.5： 上服从均匀分布，在随机变量 ]
2

,
2

[ ππ
−X

,cos XY = .的概率密度利用特征函数求Y



作业题：

.)1( 求指数分布的特征函数

.)2( 求几何分布的特征函数



1.4 条件概率 条件期望 独立性

一、条件概率

1. 定义： 为任意两个事件，为样本空间，设 BA,Ω

,0)( >BP若 则称
)/( BAP

)(
)(

BP
ABP

=

出现的情况下，为事件B 的条件概率，事件A
.的条件概率关于事件简称事件 BA

1. 基本公式

定理1:(乘法公式) )(ABP )/()( BAPBP=

0)( 21 >nAAAP 若

)2(,,, 21 ≥nnAAA n 个事件为任意设 



)( 21 nAAAP  )( 1AP= )/( 12 AAP )/( 213 AAAP


)/( 121 −nn AAAAP 

定理2:  (全概率公式)
的一个分割，是设 Ω}{ nB ,φ=ji BB （ ,

1
）



n

i
iB

=
Ω=

,0)( >iBP设 ,,1 FAni ∈≤≤∀ 则

)(AP ∑=
=

n

i
ii BAPBP

1
)/()(

定理3:  (Bayes公式)

有，若对任意事件 ,0)( >APA

)/( ABP i
∑

=

=

n

i
ii

ii

BAPBP

BAPBP

1
)/()(

)/()(



二、独立性

1. 定义： 满足若两个事件 BA,

)(ABP )()( BPAP=

.相互独立，则称事件 BA

个事件，为设 nAAA n,,, 21  和如果对任意 )2( nss ≤≤

有,1 21 niii s ≤<<<≤ 

)(
21 siii AAAP  )()()(

21 siii APAPAP =

.,,, 21 相互独立则称事件 nAAA 



注1：两两独立并不包含独立性。

例： .均匀的硬币设随机实验是抛掷两枚
，第一次投掷结果是正面}{1 =A

，第二次投掷结果是正面}{2 =A
}.{3 两次投掷结果都是正面=A

问： 是否两两独立？）（ 321 ,,1 AAA
三个事件是否独立？）（ 321 ,,2 AAA



注2

我们有

}9{

}65,4{

}52,1{

两次仍得点数之和为

或第二次仍得

或第一次仍得

=
=
=

C

B

A



2. 独立性的性质：

定理4： 相互独立，，若事件 BA ；与；与则 BABA

分别相互独立。与BA

推论1： 相互独立，若事件 nAAA ,,, 21 

则

)(
1


n

i
iAP

=
∏ −−=
=

n

i
iAP

1
)](1[1

是相互独立的充分必要随机变量 nXXX ,,, 21 

函数可分解为：条件是它们的联合分布
),,,( 21 nxxxF  )()()( 21 21 nXXX xFxFxF

n
=

证明：

推论2：

),,,( 21 nxxxF  ),,,( 2211 nn xXxXxXP ≤≤≤= 

)()()( 2211 nn xXPxXPxXP ≤≤≤= 

)()()( 21 21 nXXX xFxFxF
n

=



定理5： 是相互独立的随机变量 nXXX ,,,)1( 21 

1LXi ∈且 即[ ])(||∫ ∞<xdFx

则 ∏ =
=

n

k
kXE

1
)( ∏

=

n

k
kXE

1
)(

是相互独立的设 2
21 ,,,)2( LXXX n ∈

则 )(
1

∑
=

n

k
kXVar ∑=

=

n

k
kXVar

1
)(



定理6： 引理CantelliBorel −

是一列事件，设 }1,{ ≥nAn FnAn ⊂= },2,1,{ 即

,)(1
1

∞<∑
∞

=n
nAP如果）（

则 )suplim( nn
AP

∞→
0=

,}{2 是独立事件列如果）（ nA 使得 ，∞=∑
∞

=1
)(

n
nAP

则 )suplim( nn
AP

∞→
1=



四、条件期望

1.  边缘分布 ，的分布函数为设 ),(),( YXFYX 的则 YX ,
，分布函数为 )(),( yFxF YX 的边缘和依次称为关于 YX

分布函数，且有
)(xFX ),( +∞<≤= YxXP ∫∫=

∞+
∞−∞− dxdyyxfx }),({ ),( +∞∆ xF

同理 )(yFY ),( yF +∞∆

)()(),( yFxFyxF YX=若 ——称X,Y独立.

离散型： 的联合分布律若 ),( YX ijji pyYxXP === ),(

则 )( ii xXPP ==⋅ ),2,1( =i

)( jj yYPP ==⋅

∑=
∞

=1j
ijp

∑=
∞

=1i
ijp ),2,1( =j



.),( 的边缘分布律和关于分别称为及 YXYXPP ji ⋅⋅

:相互独立的充要条件是和YX =ijP ji PP ⋅⋅

连续型： ),,(),( yxfYX 的概率密度函数为若随机变量

则 )(xfX ∫=
∞+
∞− dyyxf ),(

)(yfY ∫=
∞+
∞− dxyxf ),(

的边缘分和关于分别称为及 YXYXyfxf YX ),()()(

.概率密度
:相互独立的充要条件是和YX

=),( yxf )()( yfxf YX



2.  条件分布函数

离散型： 0)( >= jyYP若 则称

)|( ji yYxXP ==
)(

)(

j

ji

yYP
yYxXP

=
==

=
，

j

ij

P
P

⋅
=

.的分布律下，随机变量为条件 XyY j=

同理 )|( ij xXyYP ==
)(

)(

i

ji

xXP
yYxXP

=
==

=
，

⋅
=

i

ij

P
P

.的分布律下，随机变量称为条件 XxX j=

连续型： ,
)(
),(

yf
yxf

Y
=)|( yxf )|( xyf

)(
),(

xf
yxf

X
=

.的条件分布律下随机变量称为在条件 XyY =



3.  条件数学期望

.念之一程中最基本最重要的概条件数学期望是随机过

离散型：的数学期望X EX ∑ ==
i

ii xXpx )(

）iyYXE =|( ∑ ==
i

iii yYxXpx )|(∆

.,___ 的条件数学期望时称为给定 XyY j=

异同：

时，）是局限在而 jji ByYyYXE ∆=∈= })(:{|( ωωω

.)()( 的加权平均取值局部 jBX ∈ωω



具体地： },)(:{ jj yYB == ωω记 },)(:{ ii xXA == ωω

于是，  ,,,1 jBBY的不同取值分为按照整个样本空间Ω

等互不相容的事件 ),( ∑=Ω
j

jB .∑=Ω
i

iA同理

时，当 φ=jiBA ,0),( === ii yYxXp 0)|( === ii yYxXp

）iyYXE =|( )|( ii
i

i yYxXpx ==∑=

∑ ===
≠φjiBAi

iii yYxXpx
:

)|(

因此 时，）是局限在 ji ByYXE ∈= ω|(

.)( 的局部加权平均ωX



,,,|(,,|( 1 jj yYyYXEyYXE === 依赖于））显然 

}.)(:{ jj yYB ==∈ ωωω依赖于即 从全局样本空间这样,

可以变化的观点看，及对 Ω∈Ω ω 有必要引进一个新的

,随机变量 ).|( YXE记作

时，当 jB∈ω .|( ）它取值为 jyYXE =

为随机变量称随机变量 )|( YXE

.的条件数学期望

YX关于随机变量



记




==∉
==∈

=
})(:{0
})(:{1

)(
jj

jj
B yYB

yYB
I

j ωωω
ωωω

ω

显然 1)( =ωjBI ↔ .)( 发生jyY =ω

亦记 )(ωjBI ).()( ω
jyYI ==

定义： 记 ∆）YXE |( )|()()( i
j

yY yYXEI
j

=∑ = ω

.|( 的条件数学期望关于随机变量）为称 YXYXE

）的直观意义：YXE |(
,|(1( 的函数）是随机变量） YYXE })(:{ jyY =∈ ωωω当

,时 ,|(|( ））取值为 jyYXEYXE = 它是局部事实上,
.},|({ 的统一表达式）平均 NjyYXE j ∈=



时，））当） )(|(|(2( kjyYXEyYXE kj ≠=≠=

]|(|([ ）） jyYXEYXEP == ;( ）jyYP ==

令否则, }|(|(:{ ）） kjj yYXEyYXEkD ====

则 ]|(|([ ）） jyYXEYXEP == ∑ ==
∈ jDk

jyYP ）(

,|(3 的函数）是随机变量）由于（ YYXE

故它的数学期望为：

=)|(( ）YXEE ∑ ==
j

jj yYPyYXE ）） (|(





定理：

]|([)(1 ），有和对一切随机变量）（ YXEEXEYX =
XXXE =））（ |(2

例2：



五、独立随机变量和的分布——卷积公式

相互独立，设 21, XX ，分别是它们的分布函数)(),( 21 xFxF
，其分布函数为令 )(,21 xFXXX X+= 则由独立性有

)(xFX )( 21 xXXP ≤+= ∫ =≤+= ∞+
∞− )(}|{ 1121 tdFtXxXXP

∫ −≤= ∞+
∞− )()( 12 tdFtxXP ∫ −= ∞+

∞− )()( 12 tdFtxF

))(( 21 xFF ∗∆ —— 称为 的卷积)(),( 21 xFxF

),()( xFxg 和一个单调函数一般地，对有界函数
的卷积定义为：与 )()( xgxF

))(( xgF ∗ ∫ −∆ ∞+
∞− )()( tdFtxg



注：

.)1( 可能没有意义与顺序有关， FggF ∗∗

都是分布函数时，与当 )()()2( xgxF .卷积可以交换顺序

都是分布函数时，有当 )(),(),()3( xHxGxF

)]()[( xHGF ∗∗ ))](([ xHGF ∗∗=

——结合律

))](([ xHGF +∗ ))(())(( xHFxGF ∗+∗=

——分配律



）的随机变量，是独立同分布当 xFnkXk (,,2,1,)4( =

,00 =S令 ,2,1,
1

=∑=
=

nXS
n

k
kn 则有

）xF (0 ,
0
0

1
0

≥
<



=

x
x

)(xFn ,2,1)(( 1 =∗= − nxFF n ），

.)()( 重卷积的称为 nxFxFn

=)(xFn )( 21 xXXXP n ≤+++ 

∫ =≤+++= ∞+
∞− )(}|{ 121 tdFtXxXXXP n

∫ −≤++= ∞+
∞− )()( 2 tdFtxXXP n

∫ −= ∞+
∞− − )()(1 tdFtxFn ))(( 1 xFF n−∗∆



).()(

),0()(,
0,0

0,)(

)(1
2

yfY

XY
x

xxexf

X

Y

x

X

的概率密度函数上有均匀分布，求

在而随机变量

有密度函数假设随机变量：思考题

ω

ωλ

ω
λ





<
>

=
−



.)2(

;),()1(:
,0
,1

,0
,1

,
2
1)|(,

3
1)|(

4
1)(

,2

22 的分布律

的分布律二维随机变量求
不发生
发生

，
不发生
发生

，

为两个随机事件，且设：思考题

YXZ

YX
B

B
Y

A
A

X

BAPABPAP

BA

+=





=




=

===



).1|1()3(

);|(),|()2(
);(),()1(

,0
0,),(

),(3

||

≤≤



 <<

=
−

YXP

yxfxyf
yfxf

xyeyxf

YX

YXXY

YX

x

求条件概率

求条件概率密度
求边缘概率密度

其他

具有概率密度：设二维随机变量思考题



.2)3(
)2(

;,)1(
016/116/103
4/104/116/12

16/1004/11
3210\
),(1

的条件数学期望时求
是否相互独立；与判断

的边缘分布律求

的联合分布律为设二维随机变量：作业

YX
YX

YX

XY
YX

=



EYEX

yyYXE

xxXYE
yxYX

,

,3
2
1)|(

,5)|(
,2

求

，和满足：对任给的：设随机变量作业

+==

+−==



第2章 随机过程的基本
概念和基本类型

2.1 基本概念

在概率论中，我们研究了随机变量，n 维随机向量。

在极限定理中，我们研究了无穷多个随机变量，但局限

在它们相互独立的情形。将上述情形加以推广，即研究

一族无穷多个、相互有关的随机变量，这就是随机过程。

定义2.1：设 ),,( PΣΩ 是一概率空间，对每一个参数
Tt∈ ， ),( ωtX 是一定义在概率空间 ),,( PΣΩ 上的随机

变量，则称随机变量族 });,({ TttXXT ∈= ω 为该概率
空间上的一随机过程。T 称为参数集。



随机过程的两种描述方法：

用映射表示 ,TX RTtX →Ω×:),( ω

),( ⋅⋅X Ω×T即 是一定义在 上的二元单值函数，
,Tt∈ ),( ⋅tX固定 是一定义在样本空间 Ω上的函数，

即为一随机变量；
对于固定的 ,0 Ω∈ω ),( 0ωtX 是一个关于参数 Tt∈
的函数， 或称随机过程的一次实现。
记号

通常称为样本函数，

),( ωtX 有时记为 )(ωtX 或简记为 ).(tX

参数T 一般表示时间或空间。

参数常用的一般有：



(1)

(2) },2,1,0{ ±±=T

],[ baT =(3)

},,2,1,0{0 == NT 时间此时称之为随机序列或

}0)({. ≥nnX ，随机序列写为序列 }.,1,0,{ =nXn或

.,0 ∞+∞− 可以取或可以取其中 ba

当参数取可列集时，一般称随机过程为随机序列。
随机过程 });({ TttX ∈ 可能取值的全体所构成的集合

称为此随机过程的状态空间，记作S. S中的元素
称为状态。状态空间可以由复数、实数或更一般的

抽象空间构成。



同的类：的不同过程可以分成不和根据 ST

参数空间分类：





≥=
=

}0|{
}2,1,0{

ttT
T

如连续参数
如离散参数 

状态空间分类：





取值是连续的连续状态
取值是离散的离散状态

S
S



随机过程分为以下四类：

(1)离散参数离散型随机过程；

(2)连续参数离散型随机过程；

(3)连续参数连续型随机过程；

(4)离散参数连续型随机过程。



以随机过程的统计特征或概率特征的分类，一般有：

独立增量过程；

Markov过程；

二阶矩过程；
平稳过程；

更新过程；

Poission过程；

维纳过程。

鞅；



随机过程举例
例2.1 

.
)(

)(,1

机游动
就是直线上的随时刻在路上的位置，则他在

记以相同）后退一步（假设其步长以概率
前进一步，概率一醉汉在路上行走，以随机游动：

tXt
tXp

p
−

例2.2 抛掷一枚硬币，样本空间为 },{ THS = 定义：





=
时当出现，
时当出现

T2
H,cos

)(
t

t
tX

π
),( ∞+−∞∈t

,2/1}{}{ == TPHP其中 是一则 )},(,)({ ∞+−∞∈ttX

随机过程。



例2.3 

运动。则它是平面上的
位置，为粒子在平面坐标上的

碰撞的结果。记动。同时分子大量随机
运来称为则的运动，这种运动后

子不断进行无规漂浮在液面上的微小粒
注意到英国植物学家运动：

Brown
tYtX

Brown

BrownBrown

))(),((



2.2 有限维分布与Kolmogvrov定理
一、随机过程的分布函数
1. 一维分布函数

是一随机过程，称设 )(tX
})({),()( xtXPxtFxFt ≤=∆

.)}({ 的一维分布函数称为 tX−−
,0),( ≥∃ xtf若

∫== ∞
x

t dyytfxtFxF - ),(),()(使得

.)}({),( 的一维概率密度为则称 tXxtf



2. 二维分布函数

}),())(),({( 2121 TtttXtX ∈设二维随机向量

})(,)({),,,(),( 2211212121, 21
xtXxtXPxxttFxxF tt ≤≤=∆

.),,,( 2121 为二维概率密度—则称— xxttf

的分布函数。—称为二维随机向量— ))(),(( 21 tXtX

,0),,,( 2121 ≥∃ xxttf若

),,,(),( 212121, 21
xxttFxxF tt =

21- 2121
1 2 ),,,( dydyyyttfx x

∫ ∫= ∞ ∞−



3. n维分布函数

.),,;,,( 11 维概率密度为—则称— nxxttf nn 

的联合分布函数为维随机向量 ))(,),(),(( 21 ntXtXtXn 

),,;,,(),,( 111,,1 nnntt xxttFxxF
n





∆

})(,,)({ 11 nn xtXxtXP ≤≤= 

,0),,;,,( 11 ≥∃ nn xxttf 若

),,;,,(),,( 111,,1 nnntt xxttFxxF
n





=

n
x x

nn dydyyyttfn
 1- 11

1 ),,;,,(∫ ∫= ∞ ∞−

.))(,),(),(( 21 维分布函数的维随机向量称为 ntXtXtXn n



4. 有限维分布族

),,( 1,,1 ntt xxF
n





=

})(,,)({ 11 nn xtXxtXP ≤≤= 

:维分布函数的全体，一维、二维， n

——称为有限维分布族

}1,,,),,({ 11,,1
≥∈ nTttxxF nntt n





，

5. 有限维分布族的性质
(1)  对称性

),,;,,(),,(
1111 ,, nnnnjj jjjjjjtt xxttFxxF 



=

})(,,)({
11 nn jjjj xtXxtXP ≤≤= 

),,;,,( 11 nn xxttF =



(2)  相容性 有对于 nm <

),,,,,( 1,,,,, 11
∞∞

+


 mtttt xxF
njmjmjj

),,( 1,,1 mtt xxF
mjj





=

注1：随机过程的统计特性完全由它的有限维分
布族决定。

注2：有限维分布族与有限维特征函数族相互唯
一确定。

问题：一个随机过程

是否描述了该过程的全部概率特性？

});({ TttX ∈ 的有限维分布族，



定理：（Kolmogorov存在性定理）

设分布函数族 }1,,,),,({ 11,,1
≥∈ nTttxxF nntt n





，

满足以上提到的对称性和相容性，则必有一随机过程
，});({ TttX ∈ }1,,,),,({ 11,,1

≥∈ nTttxxF nntt n




，使

恰好是 });({ TttX ∈ 的有限维分布族，即：

),,( 1,,1 ntt xxF
n





})(,,)({ 11 nn xtXxtXP ≤≤= 

定理说明： });({ TttX ∈

});({ TttX ∈

的有限维分布族包含了

的所有概率信息。



例2.4 

对应随机变量一个确定的任取一球后放回，对每
袋中红球，每隔单位时间从袋中有一个白球，两个

t







=
时取得白球如果对

时取得红球如果对

te

tt
tX

t
3)(

.维分布函数族试求这个随机过程的一



例2.5 

是相同的。设出现正面反面的概率
出现反面，
出现正面

义一个随机过程利用抛掷硬币的试验定

Rt
t

t
tX ∈





=
2

,cos
)(

.
π

).1;()
2
1;()()2(

)()1(

11 xFxFtX

tX

和的以为分布函数写出

）；的所有样本函数（实现写出



特征。来刻画随机过程的概率
征了用随机过程的某些特能的。因此，人们想到
可全部有限维分布族是不中，要知道随机过程的
题完整描述，但在实际问是随机过程概率特征的

有限维分布族定理说明，随机过程的Kolmogorov



二、随机过程的数字特征

1. 均值函数
随机过程 });({ TttX ∈

（假设是存在的）
的均值函数定义为：

)}({)(ˆ)( tXEtmtX ==µ

的摆动中心。）在时刻平均，它表示随机过程
的函数值的的所有样本函数在时刻是注：

ttX
ttXtm

(
)()(

2. 方差函数

随机过程 });({ TttX ∈ 的方差函数定义为：

})]()({[})]()({[))(( 22 tmtXEttXEtXD X −=−= µ



的偏离程度。对于均值
在各个时刻表示）均方差函数：注

)(
)()((1

tm
ttXtDt =σ

3. (自)协方差函数

是二阶矩过程。称若：注 )}({,)]([,2 2 tXtXETt ∃∈∀

的二阶中心混合矩，的状态， )()(,)( 2121 tXtXTtttX ∈

)]}()()][()({[ˆ),( 221121 tmtXtmtXEttX −−=γ

协方差函数。的自协方差函数，简称—— )(tX
时，当 21 tt =

),()]([)]([ tttXVartXD Xγ== 2)]()([ tmtXE −=
2))](()([ tXEtXE −= 22 ))](([)]([ tXEtXE −=



4. (自)相关函数
的二阶原点混合矩，的状态， )()(,)( 2121 tXtXTtttX ∈

)]()([ˆ),( 2121 tXtXEttRX =

关函数。的自相关函数，简称相—— )(tX

时，当：注 0)()]([1 == tmtXE ),(),( 2121 ttttR XX γ=

)()(-),(),(2 212121 tmtmttRtt XX =γ：注

时的线性相关程度。和时刻
在反映了随机过程及：注

21

2121 )(),(),(3
tt

tXttRtt XXγ

们的线性关系。或互相关函数来描述它
，要引进互协方差函数对两个随机过程的关系：注4



5. (互)协方差函数

则称
是两个二阶矩过程，，，，设 })({})({ TttYTttX ∈∈

)]}()()][()({[ˆ),( 221121 tmtYtmtXEtt YXXY −−=γ

的互协方差函数。，—— )()( tYtX

)]([)()],([)( tYEtmtXEtm YX ==其中：

6. 互相关函数
)]()([ˆ),( 2121 tYtXEttRXY =

的互相关函数。，—— )()( tYtX

)()(-),(),( 212121 tmtmttRtt YXXYXY =γ注：



7. 互不相关
0),( 21 =ttXYγ若 互不相关。，—称— )()( tYtX

互不相关，则注：若 )(),( tYtX
)()(),( 2121 tmtmttR YXXY =

)]([)]([)]()([ 2121 tYEtXEtYtXE =即

8. 特征函数

)]}}()([{exp{ˆ
),,,;,,,(

11

2121

nn

nnX

tXutXuiE
tttuuu

++= 

φ

{ }1,,,,),,,,;,,,( 212121 ≥∈ nTttttttuuu nnnX φ称

为随机过程 });({ TttX ∈ 的有限维特征函数族。

记：



例2.6 

.321
.5)(5)(

2cos)(

）方差函数）协方差函数；（）均值函数；（（
求：，

是随机变量，且，其中设随机过程
==
=

UDUE
UtUtX

例2.7 

数。试求它们的互协方差函随机变量，且
是其中，设有两个随机过程

.5)(
,)()( 32

=
==

UD
UUttYUttX



作业1 

为多少？及则且立
相互独若数的均值函数和自相关函

，试求随机过程是两个随机变量设

),()(),2,0(~),4,1(~,
,.),(

3)(,,

21 ttRtmUBNA
BATt

BAttXBA

XX

+∞−∞=∈
+=



2.3  随机过程的基本类型
一、严平稳过程

定义1： ),,2,1},)({ =∀∈ nnTttX （若对，设随机过程

相同的分布函数，即
有和时，

，当和任意实数
))(,),(())(,),((

,,,,

11

11

ττ
τττ
++

∈++∈

nn

nn

tXtXtXtX
TttTtt





),,;,,( 11 nn xxttF  })(,,)({ 11 nn xtXxtXP ≤≤= 

})(,,)({ 11 nn xtXxtXP ≤+≤+= ττ 

),,;,,( 11 nn xxttF  ττ ++=

.})({ 称为严平稳过程，则 TttX ∈



:T平稳过程的参数





±±∈
+∞−∞+∞∈

},2,1,0{},,2,1,0{
),(),,0[

t
t

如可以是离散的，
如可以是连续的，

二、严平稳过程的特点
无关；与的一维概率密度严平稳过程 txtftX );()(.1

而与时间的起点无关。
有关，仅与二维概率密度 212121 ),;,( ttxxttf −=τ

矩若严平稳过程存在二阶.2

）均值函数为常数：（1 mtXEtm == )]([)(

),)]([( 2 ∞<tXE即 则

.
),()(),,(2

21

2121

的函数仅是时间差
相关函数自协方差函数）（

tt
ttRtt XX

−=τ
γ



三、宽平稳过程 (简称平稳过程)

定义2： 如果它满足：，设随机过程 },)({ TttX ∈

是二阶矩过程；）（ )(1 tX

))]([( 2 ∞<tXE即所以二阶矩存在

）均值函数为常数：（2 ;)]([)( mtXEtm ==即

.
),()(),,(3

21

2121

tt
ttRtt XX

−=τ
γ

仅依赖于时间差
相关函数自协方差函数）（

.)( 平稳过程为宽平稳过程，或二阶则称 tX

.)}({ 为平稳时间序列为整数集时，称当 tXT



注1： 平稳过程。严平稳过程不一定是宽

.一定是宽平稳过程过程存在二阶矩，则它
平稳定是二阶矩过程。若严因为：严平稳过程不一

注2： 严平稳过程。宽平稳过程也不一定是

间而推移。
随时能保证其有限维分布不推移而改变，这当然不
间的证一阶矩二阶矩不随时因为：宽平稳过程只保



例2.8 

的平稳性。试讨论

且均值和方差分别为
其中机变量序列是相互独立同分布的随设

)(,)]([

,0)]([},,2,1,0{
,)}({

2 tXtXD

tXET
tX

σ=

=±±= 

例2.9 

.}0)({.)(
]1,0[

},,2,1{},,2sin)({

时，讨论其平稳性当的平稳性列
变量，试讨论随机序上服从均匀分布的随机是

其中设随机序列

≥

=∈=

ttXtX

TTtttX
η

ηπ 



四、平稳过程相关函数的性质

性质1： 0)]([)0( 2 ≥= tXERX

性质2： )0()( XX RR ≤τ

许瓦兹不等式：柯西 -
2|)(| XYE ))(( 22 EYEX≤

))((|)(| 22 EYEXXYE ≤或

结论： .0)()( 时取得最大值在相关函数自 =ττXR

性质3： .)( 为偶函数τXR )()-( ττ XX RR =即



性质4： .)( 是非负定的τXR

都有实数
个不全为零的和任意即对任意数组

n

n

aaa
nTtt

,,,
,,

21

1



 ∈

0)(
1 1

≥−∑ ∑
= =

jiX
n

i

n

j
ji ttRaa

注：

性，是平稳过程最本质的特自相关函数的非负定性

.程的自相关函数该函数必定是某平稳过
么只要具有非负定性，那因为，任一连续函数，



定义： 是两个平稳过程，与设 }),({}),({ TttYTttX ∈∈

，如果对任意的 Ttt ∈, )()]()([ ττ XYRtYtXE =+有

.)()( 平稳相关与则称 tYtX

注：

.
)(

时，它们才是平稳相关仅依赖
或互协方差函数互相关函数两个平稳过程当它们的

τ

性质5： )0()0( YXXY RR =

)()( ττ YXXY RR =−性质6：

性质7： )0()0(|)(| 2
YXXY RRR ≤τ



性质8： )0()0(|)(|2 YXXY RRR +≤τ

性质9：

其相关函数为也是平稳过程
是平稳相关的，则其和与若平稳过程

,)()()(
)()(

tYtXtZ
tYtX

+=
)()()()()( τττττ YXXYYXZ RRRRR +++=

例2.10： ，称的函数，是一周期为设 ],0[~)( TUTtS θ

.
)()(

它的平稳性
试讨论为随机相位周期过程，θ+= tStX



五、独立增量过程
定义1 若对任意正整是一随机过程设 ,})({ TttX ∈

,,,,, 1211 nnn ttttTttNnn <<<<∈∈∀ − ，及数
随机过程的增量：

)(-)()(-)()(-)( 12312 −nn tXtXtXtXtXtX ，，， 

为独立增量过程。是相互独立的，则称 )(tX

例2.11：
，是相互独立的随机序列设 },2,1,0),({ =nnX

.

},2,1,0),({,)()(
0

是一独立增量过程

则令 =∑=
=

iiYnXiY
i

n



有若对任何 Ttt ∈21,
)()()()( 2211 tXhtXdtXhtX −+−+

平稳独立增量过程。和平稳增量的过程称为
兼有独立增量为平稳增量过程则称 .}),({ TttX ∈

定义2 对任意的若二阶矩过程 }),({ TttX ∈

有，Ttttttttt ∈<≤< 43214321 ,,,,

0)]}()()][()({[ 3412 =−− tXtXtXtXE

为正交增量过程。则称 }),({ TttX ∈



六、遍历性定理

.,2,1,0,)(;)(

}{},,2,1,0,{)1(
2





==∞<

=

nmXEXE

XnX

nn

nn

变量序列，

为独立同分布随机其中

.)(,},,2,1,0,{)2( 2 ∞<== YEYnYYn 是随机变量其中

而言，由大数定律知，对 )1(

.).(1 1

0
samX

n
n

i
i →∑

−

=

中，但在 )2( YY
n

n

i
i =∑

−

=

1

0

1

。，随机性没有任何改变即经过对时间的平均后



。研究中的一个重要课题
程历性问题。这是平稳过问题称为平稳过程的遍
一以等于过程的均值？这过程对时间的平均值可
稳题：在何种条件下，平于是自然产生这样的问

。或相关函数和它的协方差函数均值
重要的是确定它的对于平稳过程

))()((
},2,1,0,{

ττγ Rm
nXn =

由大数定律知，可以用的值中时刻

次观察记第以作大量观察
，就必须对随机过程，为估计由于

.,,2,1,0

)(.},2,1,0,{
)(

njt

jtXnX
mmXE

jn

n





=

=

=

差。同样，为了估计协方来估计mtX
nm

n

k
k∑=

=

∧

1
)(1



))()()((1)(),(
1

mtXmtX
n k

n

k
k

∧∧

=

∧
−−∑ += ττγτγ 也可以用

。对于一和来估计我们希望由这一次观察径
本路一次观察，获得一条样做到。容易做到的是作
很难程作多次观察一般来说来估计。然而对随机过

)(, τγm

历性定理。较好的估计，这就是遍
的和从一次观察中得到加上一些条件，就可以

只要但是对于平稳过程能的般的随机过程这是不可
)(

,,
τγm



定义1: 为一平稳过程，若设 }),({ ∞<<∞− ttX

mdttX
T

LimX T
TT

=∫= −∞→
)(

2
1

时，或当参数空间 ZT =

mkX
N

LimX
N

NkN
=∑

+
=

−=∞→
)(

12
1

限，即限是指均方意义下的极
的极的均值有遍历性。这里则称 }),({ ∞<<∞− ttX

0]|)(
2
1| 2 =−∫−∞→

mdttX
T

ELim T
TT



定义2: 为一平稳过程，若设 }),({ ∞<<∞− ttX

时，或当参数空间 ZT =

)())()()((
2
1)( τγττγ =−+−∫= −∞→

dtmtXmtX
T

Lim T
TT

)())()()((
12

1)( τγττγ =−+−∑
+

=
−=∞→

mkXmkX
N

Lim
N

NkN

.
.}),({

限限是指均方意义下的极
这里的极的协方差有遍历性则称 ∞<<∞− ttX

程有遍历性。遍历性，则称此随机过
具有的均值和协方差函数都或随机序列若随机过程 )(



例如，相应的上的积分和求和就限制在
相应时非负整数只取非负实数上述的定义中，如果

.),0[
,)(

+∞
t

mdttX
T

LimX T

T
=∫=

∞→ 0 )(1

mkX
N

LimX
N

kN
=∑

+
=

=∞→ 0
)(

1
1或

例2.12:

,
2
1)1(,),,(,)( =±=∞−∞∈= XPXtXtX 是随机变量设

.)( 的均值是否具有遍历性试判定 tX



例2.13:

.
,)cos()(

相互独立与
是常数其中正弦波

θ
ωθω

A
ttAtX ∞<<∞−+=



 <<

=
其它0

102
)(~

xx
xfA

.],2,0[~ 有遍历性判定该随机过程是否具πθ U



定理2.2:    (均值遍历性定理)

性的充分必要条件是
均值具有遍历则协方差

，是平稳序列，其均值为
},2,1,0,{),(

},2,1,0,){1(




±±=

±±=

nX
mnX

n

n

τγ

0)(1 1-

0
=∑

=∞→

N

N
X

N
Lim

τ
τ

是具有遍历性的充要条件
值是平稳过程，则它的均设 }),({)2( ∞<<∞− ttX

0)()
2

-1(1 2
0 =∫

∞→
ττγτ d

TT
Lim T

T



推论2.1:    。则均值遍历性定理成立）若 ,|(|- ∞<∫
∞+
∞ ττγ d

推论2.2:    ,0( ）（）对于平稳序列而言，若 ∞→→ ττγ

。则均值遍历性定理成立

|(|(
2

-1 ）） τγτγτ
≤








T
证明： 时，由于当 T20 ≤≤ τ

ττγτ d
TT

T
∫ 






2

0 (
2

-11 ） ττγ d
T

T
∫≤ 2
0 |(|1 ）

ττγ d
T ∫≤ ∞

0 |(|1 ） 0→



定理2.2:    (协方差函数遍历性定理)

性的充分必要条件是则协方差函数具有遍历
其均值函数为是平稳过程设 ,0,}),({ ∞<<∞− ttX

0))()()
2

-1(1
1

2
1

2
0

1 =−∫
∞→

ττγττ dB
TT

Lim T

T
（

其中

)].()()()([)( 111 tXtXtXtXEB τττττ ++++=

）一般了解及定理（定理 .2.21.2



作业1:    

是否为宽平稳过程。判别独立同分布于

为相互为常数，设

)(),,0(

,,0,sincos)(
2 tXN

BAttBtAtX

σ

ααα ≥+=

作业2: 书第二章 习题2.6. 

作业3:    

。方差函数不具有遍历性对均值具有遍历性，协
试证量，且为零的不相关的随机变

是均值为常数，设

)(
:),()(

,-,sincos)(
22

tX
BEAE

BAttBtAtX

=

∞≤≤∞+=



第3章 Poisson过程
3.1   Poisson过程

定义3.1：

计数过程的定义
过程，先给出过程是一类重要的计数Poisson

称为计数过程，随机过程 }0),({ ≥ttN 如果

发生的次数，时刻某一特定事件到表示从 AttN 0)(
它具备以下两个特点：

取值为整数；)()1( tN

发生的次数。内事件
时间表示且时，

A
tssNtNtNsNts ],()(-)()()()2( ≤<



用，计数过程有着广泛的应 如：某商店一段时间
内购物的顾客数； 呼叫的次数；某段时间内电话转换台

加油的人数等。加油站一段时间内等候

间中发生的事件个数是如果在不相交的时间区
程有独立增量。独立的，则称该计数过 即当

,321 ttt << 是独立的。与有 )(-)()(-)( 2312 tXtXtXtX

。即对一切则计数过程有平稳增量时间区间的长度
于事件个数的分布只依赖若在任一时间区间中的

,
中事件个数，在及 ],(0 2121 stststt ++><

中事件的个数与区间 ],()()( 2112 ttstNstN +−+

有相同的分布。)()( 12 tNtN −



Poission过程是计数过程，而且是一类最重要、

应用广泛的计数过程，它最早于1837年由法国数学家

Poission引入。

.质某些级数过程的主要性独立增量和平稳增量是

.平稳增量的计数过程过程是具有独立增量和Poisson



定义3.2：

如果

；0)0()1( =N

)0(}0),({ >≥ λλ称为参数为计数过程 ttN

过程，Poisson

过程具有独立增量；)2(

,0,)3( ≥ts对任意的

))(-)(( nsNstNP =+
!n
te

n
t ）（λλ−=

且过程具有平稳增量知，注：由条件 ,)3( Poisson
ttNE λ=)]([

的平均次数，是单位时间内发生事件显然，可以认为λ

。发生率起率过程的强度或速度或生为称 )(Poissonλ



例3.1： 的平均速度到达，人设顾客到达商店依次 h/3
试求开门分布，已知商店上午且服从 ,00:9Poisson

名顾客的概率？这一小时内最多有到从 500:1000:9)1(

位顾客的概率？
时总计已达到时仅到一位顾客，而到到

5
30:1130:9)2(

.,
)3(.

)2(,0)1(
),3()1(,

,2.3:

过程的等价定义为此给出如下如何去判定
一般完全不清楚然而条件证程的实际情况去直接验

通常可以从我们对过条件开始说明计数过程从
条件则必须验证是否满足过程是不是

数过程实际上为了确定一个任意的计知从定义注

Poisson

Poisson −

解：见板书。



定义3.2’: 一计数过程 }0),({ ≥ttN λ称为参数为
过程，若满足：的Poisson
；0)0()'1( =N

)'2( 是独立增量及平稳增量过程，即任取
Nnttt n ∈<<<< ,0 21 

)()(,),()(),0()( 1121 −−−− nn tNtNtNtNNtN  相互独立；
})({})()({,0,0, ntNPntNtsNPnts ===−+≥>∀且

有和充分小的对任意 ,0,0)'3( >> ht
)(}1)()({ hhtNhtNP ολ +==−+

有和充分小的对任意 ,0,0)'4( >> ht

)(}2)()({ htNhtNP ο=≥−+



定义3.2’的解释: 的现象可为什么实际中有那么多

,?其根据是稀有事件原理过程来反映呢以用Poisson

到：在概率论中我们已经学

.
.,

,

过程中这一现象也体现在随机
分布二项分布会逼近实验的次数很多时
而的概率很小试验中，每次试验成功

Poisson
Bernoulli



分布。的参数为
将服从分布的二项逼近可知，

数。由试验中试验成功的总次
次独立就相当于给出的平稳增量
再由不发生的为失败次为成功其中发生

Poissont
tNPoisson

Bernoulli
ntN

λ
)(

)(,)'2(
,,1

事件发生一次的概次以上的概率次或发生
件时，在每个小区间内事可知，当条件

则由个相等的时间小区间，划分为首先，将

.022
)'4(

],0(

→
∞→n

nt

.

1,),(

试验

次这恰好是很小显然率

Bernoulli

ph
n
tp λλ =⋅≈



定理3.1: 是等价的。与定义定义 '2.32.3
证明： 2.3'2.3 定义定义 ⇒

})()({})({)( nsNtsNPntNPtPn =−+===

由增量平稳性，记：

0=n（I） 情形：因为
0},0)()(,0)({}0)({ >=−+===+ htNhtNtNhtN

我们有：

)()(}0)()({}0)({
}0)()(,0)({)(

00

0

hPtPtNhtNPtNP
tNhtNtNPhtP
==−+==

==−+==+

另一方面
))((1}0)()({)(0 hhtNhtNPhP ολ +−==−+=



代入上式，我们有：







 +−=

−+
h
htP

h
tPhtP )()()()(

0
00 ολ

令 0→h 我们有：

tetP
NPP

tPtP λλ −=⇒




===
−=′

)(
1}0)0({)0(

)()(
0

0

00

（II） 0>n 情形：因为：





 =−+−=

=−+−=
=−+===+

=






n

l
ltNhtNlntN

tNhtNntN
tNhtNntNnhtN

2
})()(,)({

}1)()(,1)({
}0)()(,)({})({



故有：
)())()(())(1)(()( 1 hhhtPhhtPhtP nnn οολολ +++−−=+ −

化简并令 0→h 得： )()()( 1 tPtPtP nnn −+−=′ λλ

两边同乘以 teλ ，移项后有：

[ ]






===

= −

0})0({)0(

)()( 1

nNPP

tPetPe
td

d

n

n
t

n
t λλ λ

当 1=n 时，有：

[ ] tt ettPPtPe
td

d λλ λλ −=⇒== )()(0)0(,)( 111



由归纳法可得：
0,

!
)()( Nne

n
ttP t

n

n ∈= −λλ

注意：
t

tNEttNE )}({)}({ =⇒= λλ

因此 λ 代表单位时间内事件A 出现的平均次数。



由归纳法可得：
0,

!
)()( Nne

n
ttP t

n

n ∈= −λλ

注意：
t

tNEttNE )}({)}({ =⇒= λλ

因此 λ 代表单位时间内事件A 出现的平均次数。



'2.32.3 定义定义 ⇒

}1)()({ =−+ tNhtNP }1)0()({ =−= NhNP

!1
)( 1he h λλ−= ∑

−
=

∞

=0 !
)(

n

n

n
hh λλ ))(1( hohh +−= λλ

)(hoh += λ 成立。—— )'3(

}2)()({ ≥−+ tNhtNP }2)0()({ ≥−= NhNP

∑=
∞

=

−

2 !
)(

n

n
h

n
he λλ ∑=

∞

=

−

2 !
)(

n

n
h

n
he λλ

]1
!
)([

0
h

n
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n

n
h λλλ −−∑=

∞

=

− ]1[ hee hh λλλ −−= −

hh hee λλ λ −− −−= 1 )(hο= 成立。—— )'4(



例3.2： 求过程的服从强度为，设 ,}0)({ PoissonttN λ≥

};4)5({1( =NP）
};9)12(,6)5.7(,4)5({2( === NNNP）

}.4)5(|9)2({3( == NNP）



例3.3： 过程的的发生形成强度为事件 PoissonA λ
},0),({ ≥ttN 能够被记概率如果每次事件发生时以 P

过程。的是一个强度为则
数，时刻记录下来的事件总表示录下来，并以

PoissonPttM
ttM

λ}0),({
)(

≥



例3.4： 考察了男女的客源情况某商场为调查顾客到来 ,

客？大？平均有多少女性顾是女性顾客的概率有多
位问其中有人到达的条件下时刻已有已知

应该服从什么分布？到达商场顾客的总人数
过程。人的人与每分钟别是独立服从每分钟

的人数分假设男女顾客到达商场顾客来商场的人数

30,50)2(
)1(

21
.

t

Poisson



作业1：

过的概率。分钟内至少有一辆车通）在（
数方差。分钟内平均通过的车辆）在（
数。分钟内平均通过的车辆在

辆车通过的概率。分钟内有多于）求（
概率为分钟内没有车辆通过的如果

过程，流可以看做设通过某十字路口的车

54
53
5)2(

121
.2.01

Poisson

作业2：书第三章习题3.5,3.6,3.10



3.2   Poisson过程相联系的若干分布

的阶梯型函数。跳跃度为
的一条样本路径一般是过程

1
}0),({ ≥ttNPoisson

.0
,2,1:

0 =

=

Tn
nnTn

定：次事件的等待时间，规
称为第次事件发生的时刻，也是

显然

.}1,{
1,2,1:

也称为时间间隔序列间隔，序列
次事件发生的时间次与是

≥

−=

nX
nnnX

n

n 

nT ∑=
=

n

i
iX

1 nX 1−−= nn TT



复习：1.指数分布 0
0

0
)(

<
≥





=
−

x
xexf

xλλ

)()( xXPxF ≤= dttfx
∫= ∞− )(

0
0

0
1

<
≥



 −

=
−

x
xe xλ

2.无记忆性

若随机变量满足 }{)|( sXPtXtsXP >=>+>

是无记忆性的。则称随机变量X ）（指数分布无记忆性 .
的无记忆性表示为：则看做某仪器的寿命如果将 XX ,

小时它至少工作小时的条件下在仪器已工作了 tst +,
的概率 小时的概率是相同的。与它原来至少工作 s



的分布和一、 nn TX
定理3.2：

.,,2,1, 且相互独立的指数分布服从参数为λ=nXn

结论： ),(~ λEX若 ,0,0 >> ts则对任意的 恒有：

)|( tXtsXP >+> }{ sXP >=

."
","",).

(),(
,"

",
,2.3

相对应忆性
无记与指数分布的无记忆性过程换言之增量

由平稳分布且有与过程完全一样的由独立增量切
立于先前已发生的一即从任何时刻起过程独开始

重新因此过程在任何时刻都过程有平稳独立增量
因中的的结果应该是在预料之注：定理 Poisson



：过程的又一种定义方法给出了定理 Poisson2.3

定义3.3： ,, 21 XX间间隔如果每次事件发生的时

.}0),({ 过程的是一个强度为数过程
的指数分布，这该计数相互独立且服从同一参

PoissonttN λ
λ

≥

注： 个质点的点间间距是如果任意相继出现的两

.过程的点流构成强度为
的指数分布，则质参数为相互独立，且服从同一

Poissonλ
λ

同一指数分布。
且服从间间距是否独立只要用统计方法检验点过程

不是要确定一个计数过程是告诉我们定理
,,

,2.3 Poisson



例3.5: (见书例3.4)

的概率是多少？
个人接受服务离去，已有为止平均有多少人已经

的指数分布，则到中午并服从均值为
间是独立的且每个人接受服务的时有一名服务员

只等候服务开始有无穷多个人排队：设从早上

9
00:12min20

,
,008



例3.6:

其期望。
布及需要等待时间的概率分汽车的乘客在此车站所

共问可乘坐甲或乙两路公假定车总不会满员，试布
分的乙分钟一辆，甲辆分钟分别服从

两路汽车的达到通过某一站甲、乙两路公共汽车都

.
)(15)(110

,
Poisson



定理3.3： .,2,1, 的分布的和服从参数为 Γ= λnnTn 

证明：见板书。



件分布二、事件发生时刻的条

用。件分布相关性质及其应
的条的条件下，讨论在给定 nTTTntN ,,,)( 21 =

引理： ,}0),({ 过程是假设 PoissonttN ≥ ,0 ts ≤<∀则

有 )1)(|( 1 =≤ tNsTP
t
s

=

发生的时刻只发生一次的前提下内即在已知 AAt ,],0[

.],0[ 上是均匀分布在 t 过程具有平稳独立因为Poisson

间内发生的的任何相等长度的子区事件在增量 ]1,0[,
,概率是等可能的 .],0[ 上的均匀分布即它的条件分布是 t



自然我们要问：
的情况？）这个性质能否推广到 1,)(1( ≥= nntN

过程特有的？本定理的）这个性质是否是（ Poisson2
性质：首先讨论顺序统计量的逆命题是否成立？

:,,,
),(

,,,

,,,,,,
,,1,0,,,

,,,

21(

21

2121(

21

)(21

的联合密度为
则顺序统计量变量且具有概率密度

随机是独立同分布的连续型量。若

的顺序统计是对应于
，则称个最小值，中第

是个随机变量，如果是设

）（）（）

）（）（）

n
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i
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1
)(! ),( 21 nyyy <<< 



原因：

任一个；
个排列中的的等于

，而）将等于（（

!),,,(),,,(

),,,(,,,)1

2121

21)()2()1(

nyyyYYY

yyyYYY

nn

nn





的概率密度等于时，

的一个排列是当（

),,,(),,,(

),,,(),,,()2

21

21

21

21

n

n

iiin

niii

yyyYYY

yyyyyy





)()()(
21 niii yfyfyf  ∏=

=

n

i
iyf

1
)(

注： 上独立同均匀分布，都在若 ),0(,2,1, tniYi =

)1)((
t

yf i =即 的联合则其顺序统计量 ),,,( )()2()1( nYYY 

密度函数是 ),,,( 21 nyyyf  nt
n!

=

),0( 21 tyyy n <<<<< 

=),,,(
21 niii yyyf 



定理3.4：

合分布密度是：
的联个时刻的条件下，事件发生的

则在已知过程为设

nTTTn
ntNPoissonttN

,,,
)(,}0),({

21 

=≥

),,,( 21 ntttf  nt
n!

= ),0( 21 tttt n <<<<< 

的联合分布。
的顺序统计量相互独立的随机变量

个区间上服从均匀分布的上式恰好是注

）（）（） n

n

YYY
YYY

nt

,,,
,,,

],0[:

21(

21





直观上理解：

上的均匀分布。随机变量，且服从
可看做相互独立的不排序发生的时刻

事件次事件的前提下，各次内发生了在已知

],0[
)(,,,

],0[

21

t
TTT
nt

n



例3.7: (见书例3.5)

乘客来到的时刻。

个是第其中总和的期望值，即要求

的内达到的乘客等待时间启程，计算在在时刻
火车过程来到某火车站的乘客按照强度为

iTTtE

tt
Poisson

i
tN

i
i )],([

],0(
,

)(

1
∑ −
=

λ



例3.8: (见书例3.6)

的分布。过程吗？试给出么它还是
那时刻被记录的事件数，表示，若以概率

时刻发生被记录到的在件发生变化的情况，设事
录到的概率随时间中每次事件发生时被记考虑例

)(
)()(

3.3

tMPoisson
ttMsP

sA



3.3   Poisson过程的推广

一、非齐次Poisson过程

.,
,

过程过程被推广为非齐次有关系时
而与时间不再是常数过程的强度当

PoissonPoisson
tPoisson λ

放射性变化出故障的可能性会随之用年限的变化
由于设备使率时例如在考虑设备的故障较常用的
过程也是比非齐次在实际中例如书例

的过程是不具备平稳增量非齐次一般来说

;,
,.

,).6.3(
,

Poisson
Poisson

过程来处理。于是改用非齐次不合适了
过程来描述就再用齐次在这样的情况下等

着年龄和季节而变化昆虫产卵的平均数量随变化
化而随之会因各种外部条件的变物质的衰变速度

Poisson
Poisson

,
,.

;
,



定义3.4:

过程，若满足：的非齐次Poisson
；0)0()1( =N

)2( 过程有独立增量；

有和充分小的对任意 ,0,0)3( >> ht

)()(}1)()({ hhttNhtNP ολ +==−+

有和充分小的对任意 ,0,0)4( >> ht

)(}2)()({ htNhtNP ο=≥−+

0),(}0),({ ≥≥ ttttN λ称为参数为计数过程

过程中，在非齐次poisson 均值 .)(( 0∫= t dsstm λ）
过程有如下等价定义：非齐次Poisson



定义3.5：

；0)0()1( =N

过程具有独立增量；)2(

0),(}0),({ ≥≥ ttttN λ称为参数为计数过程

过程，若满足：的非齐次Poisson

具有参数为对任意实数） )()(,0,03( tNstNst −+≥≥

分布。的∫=−+ + st
t Poissonduutmstm )()()( λ

可证： ))(-)(( ntNstNP =+

!
)]()([))}()((exp{

n
tmstmtmstm

n−+
−+−=

注2:定义3.4与定义3.5是等价的。

注1:我们称m(t)为非齐次poisson过程的均值或强度。



定理3.5： 0),(}0),({ ≥≥ ttttN λ是一个强度为设
过程，的非齐次Poisson 令对任意实数 ,0≥t

)),(()( 1* tmNtN −= 的齐次是一个强度为则 1)}({ * tN

过程。Poisson

注3:用此定理可以简化非齐次Poisson过程的问题
到齐次Poisson过程中进行讨论。另一方面也可以
进行反方向的操作，即从一个参数为 的Poisson
构造一个强度函数为 的非齐次Poisson过程。

λ
)(tλ

定理3.5’： .1,}0),({ =≥ λ且过程是齐次设 PoissonuuM

,0),( ≥ssλ若强度函数 ∫= t dsstm 0 ,)()( λ令
)),(()( tmMtN = 的是具有强度为则 )(})({ stN λ

过程。非齐次Poisson （一般了解）



例3.9: (见书例3.7)

维修过一次的概率。次。试求它在使用期内
年需要维修一年平均年需要维修一次，后
年内它平均年，在前设某设备的使用期限为

255.2
510



二、复合Poisson过程

定义3.6: 如果对于过程为复合称 ,}0),({ PoissonttX ≥

可以表示为：)(,0 tXt ≥ ∑=
=

)(

1
)(

tN

i
iYtX

也是独立的。
并且与机变量是一族独立同分布的随
过程，是一个其中

}0),({,
2,1,}0),({
≥

=≥

ttN
iYPoissonttN i 

，过程不一定是计数过程容易看出：复合Poisson
过程。为常数时，可化为但当 PoissoncicYi ,2,1, =≡

物理意义: }0,)({ ≥ttN如 表示粒子流， ],0[)( ttN 表示

个粒子表示第内到达的粒子数 iYi 的能量， 表示则 )(tX
。内到达的粒子的总能量],0[ t



例3.10: (见书例3.8)

发生的时刻无关，则，每次的索赔数额与它分布
且有同都相互独立，每次要求赔付的金额
过程数服从一个保险公司接到的索赔次

F
YtN

Poisson

i ,)}({

过程，其中一个复合

就是付的总金额时间内保险公司需要赔

Poisson

tXt )}({],0[

∑=
=

)(

1
)(

tN

i
iYtX



例3.11: (见书例3.9  顾客成批到达的排队系统)

过程来描述。合
顾客总人数也可用以复时间内到达服务系统的

则在也独立并且与相互独立假定
到达的顾客数表示在时刻时有多名顾客到达

可以同在每个时刻过程的为
形成一强度间设顾客到达某系统的时

Poisson
t

SnY
SY
nSPoisson

SS

nn

nn

n

],0[
,}{,2,1,

,.
2,1,,

,, 21







=

=λ



定理3.6： ,}0,)({
)(

1
过程是一复合设 PoissontYtX

tN

i
i ≥∑=

=

则的强度为过程 ,}0),({ λ≥ttNPoisson

有独立增量；)()1( tX

则若） ,)(2( 2 +∞<iYE
),()]([ 1YtEtXE λ= ).()]([ 2

1YtEtXVar λ=



例3.12:（见书例3.10）

设保险公司接到的在保险中的索赔模型中 ,

是多少？保险公司平均的赔付额
中元的正态分布，则一年赔付服从均值为

过程，每次次的索赔要求是强度为每月
10000

2 Poisson



作业1:

).(,

1}0),({,

)(}0),({

*

*

tNPoisson

ttNPoisson

etttN t

求过程

的齐次是一强度为若过程

的非齐次是一强度函数为设

≥

=≥ λ

作业2:

参考 例3.12:（见书例3.10）
值。内所得总手续费的期望手续费，求零售商一年
元的份，可得过程。零售商每售出一份的
均为售。其销售量为每天平一份杂志通过零售来销

16 Poisson

作业3:   见书习题3.12



第5章 Markov过程
5.1   基本概念

直观意义：

引入： 性arkovM （无后效性）

够了，知道它此刻的情况就足要确定将来的状态即： ,
与它以往的过程无关。 过的情况与将来即：过程 """

的情况无关。去"

"""""" 过去与将来的条件下，现在在已知
无关的性质。 性或无后效性。就是直观意义下的Markov
具有无后效 性的随机过程， 过程。称为Markov

1 .  Markov链的定义



定义5.1： },),({ TttX ∈设随机过程 },2,1,0{ =T其中

)),(},1,0{ nXnXn ，或（或 = }2,1,0{ =S状态空间

,n若对任意一时刻 jiiii nn ,,,,, 110 −以及任意状态

有

),,,,|( 1111001 nnnnn iXiXiXiXjXP ===== −−+ 

)|( 1 nnn iXjXP === +

链为一则称 MarkovnXn }0{ ≥ .（或马氏链）



定义5.2： 中的条件概率称定义 1.5

)|( 1 nnn iXjXP ==+ )(npij∆ },1,0{ =nXMarkov n链为

的一步转移概率， .简称为转移概率

定义5.3： 有关，只与当 jiiXjXP nnn ,)|( 1 ==+ n而与

无关时，即 )|( 1 nnn iXjXP ==+
)(npij∆ ijp∆

).(时齐的链为齐次的称Markov

。非时齐的否则，称为非齐次的 )(

2 .  转移概率



注：有定义5.1知

==== ),,,( 1100 nn iXiXiXP 

⋅==== −− ),,,|( 111100 nnnn iXiXiXiXP 

),,,( 111100 −− === nn iXiXiXP 

⋅=== −− )|( 11 nnnn iXiXP

),,( 2200 −− == nn iXiXP 

),,|( 220011 −−−− === nnnn iXiXiXP  ⋅

⋅=== −− )|( 11 nnnn iXiXP )|( 2211 −−−− == nnnn iXiXP

)()|( 000011 iXPiXiXP ===

nn iiiii PPP
1210 −

⋅⋅= 



问题之一。
链理论和应用中的重要是何确定这个条件概率

如来决定特性完全由条件概率
其统计）给定链的初始分布一旦可见

Markov

piXjXP
iXPMarkov

ijnnn

,

,)|(
,(,

1

00

∆==

=

+

转移概率矩阵

( )


















==









222120

121110

020100

ppp
ppp
ppp

PP ij

简称为转移矩阵。



转移矩阵的性质：

SjiPij ∈≥ ,,0)1(

∑ ∈∀=
j

ij SiP ,1)2(

定义5.4： 为随机矩阵，称矩阵 SSijaA ×= )(

),(0 Sjiaij ∈≥若 ∑ =∈∀
j

ijaSi .1,且

显然 ( ) 是一随机矩阵。ijPP =



2 .  Markov链的例子

带有一个吸收壁的随机游动：

特点：当 时，0)( =nX )1( +nX 就停留在零状态。此时

}2,1,0),({ =nnX 是一齐次马氏链，其状态空间为
},2,1,0{ =S ，一步转移概率为：











=
∈≥−+≠=
∈≥=
∈≥=

−

+

1
),1,1,1(0
),1(
),1(

00

1

1

p
Siiiijp
Siiqp
Siipp

ji

ii

ii

注意；i 状态为马氏链的吸收状态的充要条件是：
1=iip

例5.1：



带有两个吸收壁的随机游动：

此时 }2,1,0),({ =nnX 是一齐次马氏链,状态空间为
},,,2,1,0{ aS = a,0 为两个吸收状态,它的一步转移

概率为：

)(0

)0(0
1
1

)11;1,1(0

)11(1

)11(

0

00

1

1

ajp

jp
p
p

aiiijp

aipqp

aipp
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j

aa

ji

ii

ii

≠=

≠=

=

=

−≤≤−+≠=

−≤≤−==

−≤≤=

−

+

例5.2：



它的一步转移概率矩阵为：

)1()1(100000000
0000000

0000000
0000000
000000001

+×+
















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




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pq
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特点：

},2,1,0{ =S

概率为：

例5.3：带有一个反射壁的随机游动：

一旦质点进入零状态，下一步它以概率 p

向右移动一格，以概率 pq −= 1 停留在零状态。
此时的状态空间为

)1,0(0
1

)1;1,1(0

)1(1

)1(

0

00

01

1

1

≠=

=−=

=

≥−+≠=

≥−==

≥=

−

+

jp
qpp

pp

iiijp

ipqp

ipp

j

ji

ii

ii

它的一步转移



例5.4：

).(,,
,,

,.3,2,1,0
,,

.

nXn 过程的状态为次交换经过取出的球放入甲袋
把从乙袋入乙袋即把从甲袋取出的球放然后相互交换

中各取一球现每次从甲、乙两个袋有四个状态：
则义为该过程的状态并把甲袋中的白球数定两个袋中

甲、乙把这六个球任意等分给有三个黑球和三个白球

矩阵。计算它的一步转移概率）（
过程？试问该过程是否为

2
)1( Markov



例5.5：

链。个要从上述问题中寻找一

现在我们立同分布且
独间，每天的需求量设订货和进货不需要时

若
若

额为：

则订购剩余量，设为每天早上检查某商品的
订货策略，店使用考虑订货问题。设某商

Markov

jajYP
Y

sx
sx

xS

x
Ss

jn

n

,2,1,0,}{

,
,0

,
),(

===

<
≥





−

则可取负值设天结束时的存货量为第令 ),( nn XnX

=+1nX sx ≥若,1+− nn YX
sx <若1)( +−−+ nnn YXSX 1+−= nYS






.,}1,{ 是写出它的转移概率链是因此 MarkovnXn ≥

时，当 siXn <=)1(

)|( 1 iXjXPP nnij === + )( 1 jYSP n =−= +

)( 1 jSYP n −== + jsa −=

时，当 siXn ≥=)2(

解：

)|( 1 iXjXPP nnij === + )|( 1 iXjYXP nnn ==−= +

)( 1 jiYP n −== + jia −=



4.  n步转移概率 C-K方程

定义5.5（n步转移概率）

称 }|{)( iXjXPP mnm
n

ij === + 1,0,, ≥≥∈ nmSji

步转移概率。链的为 nMarkov
即： 的步转移到状态经过指的是系统从状态 jniP n

ij
)(

,概率 求。步转移经过的状态无要它对中间的 )1( −n

称 )( )()( n
ij

n PP = 步转移矩阵n____

时，当 1=n PPPP ijij == )1()1( ，

规定
ji
ji

Pij =
≠





=
1
0)0(



的关系如下：与 ij
n

ij PP )(

定理5.1: (Chapman-Kolmogorov方程，简称C-K方程)

，对一切 0, ≥nm 有Sji ∈,

∑=
∈

+

Sk

n
kj

m
ik

nm
ij ppP )()()(1）（

nnnn PPPPPPP ==⋅⋅=⋅= −−


)2()1()(2）（



例5.6：

的概率。
次以后还是正面投掷并求一开始是正面概率矩阵

求一步转移翻转硬币以概率在第一次投掷时
次，我们一共投掷了假定硬币初始时为正面

为了书写方便，令于是状态空间为
，和为硬币的正面反面分别记考察掷硬币的例子

4,,
,%20,

50,,2
,1},,{

.

−
−=

D
UDUS

DU



例5.7: (隐Markov模型）

硬币，在任何给定时刻两枚和硬币，分别记为
链模型。设有两枚隐我们用简单的例子引出

WM
Markov

或者为正面或者为反面.在任何给定时刻只有一枚硬

呈现，但是有时硬币可能被替换而不改变其正反面.
硬币M和W分别具有转移概率 








8.02.0
2.08.0









95.005.0
1.09.0

在任何给定时刻硬币被替换的概率为30%,替换完成时，
硬币的状态不变.  这一Markov链有4个状态，分别
记为1:UM; 2:DM; 3:UW; 4:DW.状态1、3表示正面
U,状态2、4表示反面D转移矩阵为4X4的矩阵.我们



可以计算转移概率,比如 UMUM → ,首先 UU →
(无转移),而后 MM → (无转移).因此转移概率为

56.07.08.0)()|( =×=→⋅→ MMPMUUP

其他转移概率类似可得，转移方式为



















→→→→
→→→→
→→→→
→→→→

DWDWUWDWDMDWUMDW
DWUWUWUWDMUWUMUW
DWDMUWDMDMDMUMDM
DWUMUWUMDMUMUMUM

转移概率矩阵为



















××××
××××
××××
××××

3.095.03.005.07.095.07.005.0
3.01.03.09.07.01.07.09.0
3.08.03.02.07.08.07.02.0
3.02.03.08.07.02.07.08.0



例5.8:

链。次
为一齐局甲获得的分数，则表示比赛至第

以两分时比赛结束当两人中有一个人得到
平局不记分分负者记为分胜者记为比赛后

设每局平局的概率为乙胜的概率为
概率为，设每局比赛中甲胜的甲、乙两个人进行比赛

Markov
nXn

nX

rqprqp

n

n

}1,{
}1,{.

.,"1","1",
),1(,,

≥

≥
−+

=++

赛的概率？
可以结束比分的情况下，在赛两局问在甲获得

步转移概率矩阵；求
写出状态空间；）（

1)3(
2)2(

1



例5.9:

一步转移矩阵为：
的齐次马氏链，其个状态是具有设 2,1,03}0,{ ≥nXn





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1)()0( 0 === iXppi其初始分布为：

试求：

}.0|1,1{)2(
}1,1,0{1

042

420

===

===

XXXP
XXXP ；）（



带有两个反射壁的随机游动：

此时 }2,1,0),({ =nnX 是一齐次马氏链,状态空间为
},,,2,1,0{ aS = a,0 为两个反射状态,求它的一步转

移概率。

作业1：



作业2:

少？为雨天的概率各等于多
日月日为晴天，月问日为晴天月矩阵，又已知

的一步转移概率），试写出马氏链或（
天的状态表示第表示雨天表示晴天，以

逆事件，任意一天晴或雨是互为转雨天的概率为

，晴天雨天转晴天的概率为设任意相继两天中

5535,15
}1,{10

,"1""0"

,
2
1

3
1,

≥nX
nX

n

n



5.3   状态的分类及性质

引入：

自然转移概率矩阵为维修及更换条件下，其
在没有链是一的状态。并设

表示系统在时刻失效。以—”“正常—”“
良好；—”“设系统有三种可能状态

,}0,{
3;2

1,{1,2,3}

MarkovnXn
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n
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定义5.7 ，可达状态称状态使得若 jiPn n
ij ,0,0 )( >≥∃

。
互通，记为与这称若同时记为

ji
jiijji

↔
→→ ,.

注： ，则意味着不能到达状态若状态 ji

.0,0 )( =≥ n
ijPn 有对一切

定理5.3： 即满足：互通是一种等价关系，

；自反性 ii ↔)1(
,)2( ji ↔对称性

,,)3( kjji ↔↔传递性 .ki ↔则

;ij ↔则



注：

不同的类。
同时属于两个并且任何一个状态不能都是互通的

态归为一类，则同一类状把任何两个相通的状态
,

定义5.8:
可约的。是不可约的，否则称为

例1： 其一步转移链的状态空间设 },2,1,0{=SMarkov

概率矩阵为：


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1
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1
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P

则称此马氏链链只存在一类若 ,Markov

.
,

画出状态传递图
并试研究各状态的关系



定义5.9  (周期性)

是非周期的。，称状态是周期的；若
称状态若的周期为状态公约数

非空，则称它的最大若集合

id
idiidd

Pnn n
ii

1
,1.)(

}0,1,{ )(

=
>=

>≥

规定： .的周期为无穷大当该集合是空集时，称 i
例2  (书5.14)

注1：
的周期。是

步长达到，但仍称不能通过显然
12

211→

注2： .0)( >nd
iiPnd 都有是周期，并非所有若

.01 )1(
11 == dPn 时，如上例中，

，可能的步长为由 0)(
11 >nP },,10,8,6,4{ =T

，最大公约数为2 21( == ）所有 dd



定理5.4： 同属一类，，若状态 ji )()( jdid =则

证明：板书。

注:   当两个状态的周期相同时，有时其状态之间

有显著差异。

如： },4,32,1{ ，马氏链的状态空间 =S

其一步转移概率矩阵
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P 的区别。状态
并比较求
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定义5.10:  (常返性)

的概率，达

步后首次到出发经记从以对任何状态

j

nifji n
ij

)(,,

.0)0( =ijf则有 时，1≥n

}|1,2,1,,{ 0
)( iXnkjXjXPf kn

n
ij =−=≠== ，

，令 ∑=
∞

=1

)(

n

n
ijij ff ，若 1=jjf .为常返状态称状态j

，若 1<jjf 为非常返状态称状态j （或瞬过状态、

.瞬时状态、滑过状态）



)(
1


∞

=n
nAP ∑=
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n
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nAP

1
)( ∑=

∞

=1

)(

n

n
ijf ijf=

注2： 为常返当的概率有限步到达出发表示从 ijifij .,:

滑过去了。，即从过程不再回到率
以概为非常返状态时；当新返回
将重出发，在有限步内过程从状态时，以概率

iif
fifi

i

ii

iiii

−

<=

1
),1()1(

1

注3： ,i对于常返状态 )(
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)( 加权平均定义 ∑=
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n
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).(时间所需的平均步数出发再返回到表示从则 iiiµ

},|1,,2,1,,{: 0 iXnkjXjXA knn =−=≠== 设含义

所以到达步以后可以从程经

使得过表示总有一个是不相交的，不同时在

,
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nAAn
n

nn 
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注1：



例3

定义5.11 为正常返态；则称若对于常返状态 ii i ,, +∞<µ

为零常返态；，则称若 ii +∞=µ 是正常返若特别地 i,

且是非周期的， .则称之为遍历状态 ,是遍历状态若i

,1)1( =iif且 .是吸收状态则称i .1=iµ显然此时

的状态空间已知马氏链 },2,1,0,{ =nXn

其一步转移概率为
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1µ其平均转回时间状态
并确定周期性及遍历性

试确定其状态的常返性

},4,32,1{ ，=S



例4 的状态空间已知马氏链 },2,1,0,{ =nXn

},4,32,1{ ，=S 其一步转移概率为
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周期性及遍历性
试确定其状态的常返性

可以证明：
常返、非常返等）的状态（同正常返、零

它们有相同同一类的状态 ,, ji



引理5.1 （ ）的关系与给出了 )()( n
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∑=
=

−n

l

ln
jj

l
ij

n
ii PfP

1

)()()(



定理5.5

为常返状态当且仅当状态i)1( ∞=∑
∞

=0
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
 0lim.1 )( ≠
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Pi为正常返态

0lim.2 )( =
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Pi为零常返态
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为非常返态时，状态i)2(
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n
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P
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0lim )( =
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n
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P因此有



引理5.2 为常返态，且若 iji ,↔ 1=jif则

定理5.6 常返性是一个类性质：

.,,,1( 或非常返状态同为常返状态则若） jiji ↔

.
,,,,2(

或同为零常返状态
同为正常返则同为常返态且若） jijiji ↔



作业1： },54,32,1{ ，，设马氏链的状态空间 =S

其一步转移概率
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周期性及遍历性
试确定其状态的常返性



概率。
，求甲输光的输的概率为赢的概率为
设在每局中甲为止到两个人中有一人输光

元，没有和局，直赌赌一局，输者给赢者
一系列的赌博。每的正整数。两个人进行

为不小于元，元，赌徒乙有赌徒甲有
赌徒输光的概率：

pp

baba

−1,
.

1
1

,

思考题：



定理5.5

为常返状态当且仅当状态i)1( ∞=∑
∞
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 0lim.1 )( ≠
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Pi为正常返态

0lim.2 )( =
∞→

n
iin

Pi为零常返态

)0lim( )( >
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P或

为非常返态时，状态i)2(
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P因此有



引理5.2 为常返态，且若 iji ,↔ 1=jif则

定理5.6 常返性是一个类性质：

.,,,1( 或非常返状态同为常返状态则若） jiji ↔

.
,,,,2(

或同为零常返状态
同为正常返则同为常返态且若） jijiji ↔



















非周期（遍历态）
有周期

正常返态

零常返态
常返态

非常返态

状态



闭集及状态空间的分解定理

.
,

,

C

Markov

一个闭集
状态的全体构成因此状态空间中的常返常返状态

只能到达链从一个常返状态出发任意

闭集：

.
,

,

闭集
为一个则称外的任何状态都不能到达个状态

内的任何一若的一个子集为状态空间设
CCi

CSC

.
,}{

为吸收态
则称状态是闭集构成的集合如果单个状态

i
ii



相关性质：

是闭集C)1( ⇔ )0(0,, )( ≥=∉∀∈∀ nPCjCi n
ij有

是闭集C)2( ⇔ Cip
Cj

ji ∈∀=∑
∈

,1

为吸收态i)3( ⇔ 1=iip

齐次马氏链不可约)4( ⇔ 任何两个状态均互通

)5( 所有常返态构成一个闭集

)6( 在不可约马氏链中,所有状态具有相同的状态

类型.



状态空间分解定理：

定理5.7： 可唯一分解为链的状态空间任意 ,SMarkov

,,,, 21 之和交的子集有限个或可列个互不相 CCD
使得

;)1( 约闭集是常返状态组成的不可每一个 nC

.,,1,.
,,)2(

nij

n

Cjif
C

∈=且它们有相同的周期零常返态
或者全是或者全是正常返态中的状态同类

.
.)3(

中的状态达
中状态出发不能到自由全体非常返态组成

D
CD n

nCCCDS ++++= 21



例5 },54,32,1{ ，，设马氏链的状态空间 =S

其一步转移概率矩阵为
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态空间进行分解
并将此状闭集和不可约链

态试讨论哪些状态是吸收



例6： 其转移概率，设马氏链的状态空间 },21,0{ =S
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2
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2
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2
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01,00 SiPPP iii ∈=== +为

.期，并指出其常返性和周将此状态空间进行分解



作业1： },6,54,32,1{ ，，设马氏链的状态空间 =S

其一步转移概率矩阵为
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并指出其常返性和周期
，将此状态空间进行分解

并试画出状态的链式图



周期链分解定理：

定理5.8： 其状态空间链的不可约一个周期为 ,Markovd
，即个互不相交的子集之和可唯一分解为dS
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中（其中
步转移必进入经中任意状态出发且使得自



例7: },7,654,32,10{ ，，，，设马氏链的状态空间 =S
其一步转移概率矩阵为
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个互不相交的分解为将试按照周期分解定理



5.4   极限理论与不变分布

5.4.1   极限理论

研究链是一个平稳序列，即条件下
人们常常关心在什么链应用中在必要的
虑它的长期性是很有对于一个系统来说，考

Markov
Markov

,
,.

,)(limlim )()( PPP n
ijn

n
n

是否趋于稳定值
∞→∞→

=

是否存在？即转化为研究 )(lim n
ijn

P
∞→



例8（书例5.17）(0-1传输系统）
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是否趋于稳定值试讨论

为链的一步转移概率矩阵设
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= limlim )(
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含义深刻，此处).( 定长时间转移后，概率一
的极限步转移概率有一个稳定链的可见，此 nMarkov

)(
0lim n

in
p

∞→ qp
q
+

= ,0π=
)(

1lim n
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p
∞→ qp

p
+

= .1π=

.jj
ij

π的概率都趋近于到状态出发，通过长时间转移
状态，不管链在某一时刻的即，对于固定的状态
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0lim )( =⇔
∞→

n
iin

p

01lim )( >=⇔
∞→

i

n
iin

p
µ

推论 设i常返，则

(1) i零常返

(2) i遍历

i

nd
iin

dp
µ

=
∞→

)(lim

0lim )( =
∞→

nd
iin

p

定理5.9 设i常返且有周期为d，则

其中µi为i的平均返回时间.

当µi =∞时
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，，从而 ∞===
∞→ i

i

nd
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dp µ
µ

0lim )(
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p证:(1)⇒i零常返, µi=∞, 由定理5.9知，

0lim0 )()( ==
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n
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n
ii pp ，故对d的非整数倍数的n，

0lim )( =
∞→

n
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p 0lim )( =
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p⇐ 从而子序列

i是零常返的
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为正常返， ip i
i
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µ
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即

(2) ⇒ i是遍历的，d=1，µi < ∞，

⇐ 子序列

所以d=1，从而i为非周期的，i是遍历的



定理5.10 ,Sij ∈∀态，则为非常返状态或零常返若
0lim )( =
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n
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p
结论：

，有
，则对任何状态链，其状态空间为

的、周期为设不可约的、正常返的）推论
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时间所需的平均步数出发再返回到自

它表示是一个重要的量链理论中在

jj

Markov jµ

代所以
jµ

1

.的平均次数到出发每单位时间内返回表了自 jj

的计算方法。种
给出了另外一平稳分布下节通过不变分布计算的

并不是很容易的计算公式，但是虽然我们有了

j

jj

µ

µµ

)(,

,



有限马氏链的性质)2(

(a) 所有非常返状态组成的集合不可能是闭集;

(b)没有零常返状态;

(c)必有正常返状态;

(d)不可约有限马氏链只有正常返态;

(e)状态空间可以分解为: kCCCDS  21=

其中：每个 knCn ,,2,1, = 均是由正常返状态

组成的有限不可约闭集，D 是非常返态集。
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注1： 有限状态的马氏链，不可能全是非常返状态，
也不可能含有零常返状态，从而不可约的有限状态
的马氏链必为正常返的。

证 设S={0,1,…,N}，如S全是非常返状态，则对任意

i, j∈I，知

故 矛盾。

如S含有零常返状态 i，则C={j:i→j}是有限不可约闭集

，由定理知，C中均为零常返状态，知
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由引理知

所以
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矛盾。,0limlim1 )()( ∑∑
∈

∞→
∈

∞→
===

Cj
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ijnCj

n
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注2: 如马氏链有一个零常返状态，则必有无限多个

证 设i为零常返状态，则C={j:i→j}是不可约闭集，C

中均为零常返状态，故C不能是有限集。否则

零常返状态。
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
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
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0,1 j
Ij

j

Ii
ijij p

ππ

ππ

称概率分布{πj , j∈I}为马尔可夫链

的平稳分布（不变分布），若

设{Xn,n≥0}是齐次马尔可夫链，状态空间为I，转移

概率为pij

5.4.2  平稳分布 (不变分布)与极限分布

定义5.12

，转移矩阵为即若概率分布为 Pn},,,,{ 21 ππππ =

Pππ =有 平稳分布_____

一、平稳分布 (不变分布)
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注： (1) 若初始概率分布{ pj ,  j∈I }是平稳分布，则

∑
∈

=
Ii

n
ijij p )(ππ(2) 对平稳分布{πj , j∈I}，有

)(n
ijp矩阵形式 π = π 其中π =(πj)， (  )

pj = pj(1)= pj(2) = … = pj(n)

的分布为则是平稳分布若因为 10 ,}{, XPjXP j==

}{ 1 jXP = }{}|{ 001 iXPiXjXP
Ii

=⋅∑ ===
∈

i
Ii

ij PP∑=
∈

ij
Ii

i PP∑=
∈

jP=

布，有因为，对于一个平稳分

Pππ = 2Pπ= = nPπ=

)(nP )(nP=
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二、遍历性的概念与极限分布

对于一般的两个状态的马氏链, 由上节内容可知,

有极限时当 )(,1,0 n
ijPba <<

.limlim 0
)(

10
)(

00 π=
+

==
∞→∞→ ba

bPP n

n

n

n

.limlim 1
)(

11
)(

01 π=
+

==
∞→∞→ ba

aPP n

n

n

n

意义 对固定的状态j,不管链在某一时刻的什么状
态 i出发, 通过长时间的转移到达状态 j 的概率都趋

.πj近于



定义5.13

极限链对于遍历的的正常返状态周期为
状态相通且均是链是遍历的，如果所有称

,.1 Markov
Markov

IjP j
n

ijn
∈=

∞→
,lim )( π

链的极限分布。称为Markov

知，由定理 11.5
j

j µ
π 1

=
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或定义 若对于所有间为设齐次马氏链的状态空 ,I

存在极限转移概率的 )(,, n
ijPIji ∈

)(lim )( iP j
n

ijn
不依赖于π=

∞→
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)(或

则称此链具有遍历性.
.),,(,1 21 为链的极限分布则称若 ππ=π=π∑

j
j



定理5.13 链：对于不可约非周期的Markov

若它是遍历的，）（1 ),(0lim )( IjP n
ijnj ∈>=

∞→
π则

；布且是唯一的平稳分布此时极限分布是平稳分

不存在。
则平稳分布为零常返的若状态都是瞬过的或全）（ ,2
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


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
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



∈ Ij
j

,1
µ

定理 不可约非周期马尔可夫链是正常返的充要条件
是存在平稳分布，且此平稳分布就是极限分布

推论2  若不可约马尔可夫链的所有状态是非常返或

零常返，则不存在平稳分布.

推论1  有限状态的不可约非周期马尔可夫链必存在

平稳分布。
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推论3  若{πj , j∈I}是马尔可夫链的平稳分布，则
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}{lim}{lim

n
jinj

Ii
j

Ii
j

Ii

n
jinnn

piXPiXP

iXPpjXP

∞→∈∈

∈∞→∞→

==∑ ==∑ ==

∑ ===

πππ
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














=

9.005.005.0
1.08.01.0
2.01.07.0

P

例1  设马尔可夫链的转移概率矩阵为

求马尔可夫链的平稳分布及各状态的

平均返回时间。

即，经过无穷次转移后处于 j 状态的概率与初始

状态无关，与初始状态的分布也无关。
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









=++
++=
++=
++=

1
9.01.02.0
05.08.01.0
05.01.07.0

321

3213

3212

3211

πππ
ππππ
ππππ
ππππ









=
=
=

⇒
5882.0
2353.0
1765.0

3

2

1

π
π
π

70.11,25.41,67.51

3
3

2
2

1
1 ======

π
µ

π
µ

π
µ

解 因为马尔可夫链是不可约非周期有限

状态的，所以平稳分布存在，设

则π = π P，π1+π2+π3=1.    即

各状态的平均返回时间为

π =(π1, π2, π3 )
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



























=

5.05.000000
5.005.00000

05.05.00000
0000010
0001000
0005.05.000
004.02.02.01.01.0

P

例2  设马尔可夫链转移概率矩阵为

求每一个不可约闭集的平稳分布。
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5 6 7

1 2

4

3

1

10.
10.

20.

20.

50.

50.

50.

50.

50.50.

50.50.

40.

1

解 从状态转移图看出，状态空间可分解为

两个不可约常返闭集 C1={2,3,4} 和 C2={5,6,7}，

一个非常返集 N={1}。在常返集上求平稳分布：
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














=

001
100
5.05.00

P











=++
+=

=
=

1
5.0
5.0

432

324

23

42

πππ
πππ

ππ
ππ









=
=
=

⇒
4.0
2.0
4.0

4

3

2

π
π
π

在C1上，对应的转移概率矩阵为

C1上的平稳分布为：{0, 0.4, 0.2, 0.4, 0, 0, 0}

同理可求得 C2 上的平稳分布为

{0, 0, 0, 0, 1/3, 1/3, 1/3}
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三、(有限链)遍历性的充分条件

,},,,{ 21 NaaaI =间为设齐次马氏链的状态空

,, mP 如果存在正整数阵是它的一步转移概率矩

都有使对任意的 ,, Iaa ji ∈

,,,2,1,,0)( NjiP m
ij =>

满足条件它是方程组

且有极限分布则此链具有遍历性

PN ππ,)π,,π,π(π
,

21 == 

.1,0
1

的唯一解=π>π ∑
=

N

j
jj
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说明

步转移概率使数求证遍历性即找一正整 mm ,.1

.无零元矩阵 mP

2. 极限分布转化为了求解方程组.

3. 在定理的条件下马氏链的极限分布是平稳分布.
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,

00
0

0
00























×××
××××
×××××

××××
×××

=

试说明带有两个反射壁的随机游动是遍历的,
并求其极限分布(平稳分布).
解 )( 的元代表转移概率矩阵的正以×

例3

2)2( PP =

四、应用举例























=

01000
3/13/13/100

03/13/13/10
003/13/13/1
00010

5
4
3
2
1

P

5        4        3        2        1
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





















×××
××××
×××××

××××
×××























×××
××××
×××××

××××
×××

==

00
0

0
00

00
0

0
00

4)4( PP

.























×××××
×××××
×××××
×××××
×××××

=

无零元,链是遍历的
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:),,,( 521 满足方程组极限分布 πππ=π 















=π+π+π+π+π

π=π

π+π+π=π

π+π+π=π

π+π+π=π
π=π

.1
,3/1

3/13/1
3/13/13/1

,/33/1
,3/1

54321

45

5434

4323

3212

21

.33: 54321 π=π=π=π=π由前四个方程解得

代入最后一个方程 (归一条件), 得唯一解

Pπ π= 























=

01000
3/13/13/100

03/13/13/10
003/13/13/1
00010

5
4
3
2
1

P

5        4        3        2        1
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.11/3,11/1 43251 =π=π=π=π=π

所以极限分布为

.)11/1,11/3,11/3,11/3,11/1(π =

这个分布表明

经过长时间游动之后, 醉汉 Q 位于点 2 (或 3 或 4 ) 
的概率约为 3/11, 位于点 1 (或 5) 的概率约为 1/11. 
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设一马氏链的一步转移概率阵为

,

02/102/1
2/102/10

02/102/1
2/102/10



















=P

试讨论它的遍历性.

解 ,

2/102/10
02/102/1
2/102/10

02/102/1

2)2(



















== PP

例4
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,, )1()( PPPn n ==为奇数时当

., 2)2()( PPPn n ==为偶数时当

.lim),4,3,2,1( )( 都不存在极限对任意固定的 n
ijn

pj
∞→

=

表明

此链不具遍历性.
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五、小结

遍历性的概念

若对于所有的间为设齐次马氏链的状态空 ,I

存在极限转移概率 )(,, n
ijji PIaa ∈

),(lim )( iP j
n

ijn
不依赖于π=

∞→

则称此链具有遍历性.
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(有限链) 遍历性的充分条件

},,,,{ 21 NaaaI =间为设齐次马氏链的状态空

,, mP 如果存在正整数阵是它的一步转移概率矩

都有使对任意的 ,, Iaa ji ∈

,,,2,1,,0)( NjiP m
ij =>

满足条件它是方程组

且有极限分布则此链具有遍历性

PN π=ππππ=π ),,,,(
,

21 

.1,0
1

的唯一解=π>π ∑
=

N

j
jj



作业1：

一步转移概率矩阵为：
的状态空间为设 },3,2,1{}1,{ =≥ SnXn























=

3
2

3
10

3
20

3
1

0
3
2

3
1

P

并求出其平稳分布。此马氏链是遍历的试证 ,,

作业2：书习题5.7
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第七节 连续时间马尔可夫链

定义7.1 设随机过程{X(t)，t ≥0 }，状态空间

及非负整数 i1,i2, …,in+1 ，有

P{X(tn+1)=in+1|X(t1)=i1, X(t2)=i2,…, X(tn)=in} 

则称{X(t)，t ≥0 }为连续时间马尔可夫链。

I={0,1,2,…}，若对任意 0≤t1< t2<…<tn+1

=P{X(tn+1)=in+1|X(tn)=in}，
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转移概率：在s时刻处于状态i，经过时间t后
转移到状态j的概率

pij(s,t)= P{X(s+t)=j|X(s)=i}

定义7.2 齐次转移概率(与起始时刻 s 无关，只

与时间间隔 t 有关)

pij(s,t)=pij(t)

此时有转移概率矩阵P(t)=(pij(t)) ，i, j∈I，t ≥0.
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}{}|{ tPstsP iii >=>+> τττ

记 τi 为过程在状态转移之前停留在状态i的时间，

则对s, t ≥0 有

(1)

(2)    τi 服从指数分布

证：(1)  事实上
s s+t0 τi

i ii t i

})0(|0,)({}{ iXsuiuXsi =≤<=⇔>τ

})0(|,)(                          
,0,)({}{

iXtsvsivX
suiuXtsi

=+≤<=
≤<=⇔+>τ
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}{
})0(|0,)({

})(|,)({
}0,)(|,)({

}0,)(|,)(         
,0,)({}|{

tP
iXtuiuX

isXtsvsivX
suiuXtsvsivX

suiuXtsvsivX
suiuXstsP

i

ii

>=
=≤<==

=+≤<==
≤≤=+≤<==

≤≤=+≤<=
≤<==>+>

τ

ττ

条件概率

马尔可夫性

齐次性
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)()()(
}{}{}{

}{
}{

}{
},{

}|{}{

tGsGtsG
tPsPtsP

sP
tsP

sP
stsP

stsPtP

iii

i

i

i

ii

iii

=+
>⋅>=+>
>
+>

=
>

>+>
=

>+>=>

τττ
τ

τ
τ

ττ
τττ

(2) 设τi的分布函数为F(x), (x≥0), 则生存函数

由此可推出G(x)为指数函数，G(x)=e-λx,

则F(x)=1-G(x)=1- e-λx为指数分布函数。

G(x)=1-F(x)
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• 过程在状态转移之前处于状态i的时间τi
服从指数分布

(1)当λi=∞时，
状态i的停留时间τi 超过x的概率为0，则
称状态i为瞬时状态；

(2)当λi=0时，
状态i的停留时间τi 超过x的概率为1，则
称状态i为吸收状态。

xi

i
exF λ

τ
−−=1)(

,0)(1}{,1)( =−=>= xFxPxF
ii i ττ τ

,1)(1}{,0)( =−=>= xFxPxF
ii i ττ τ
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定理7.1  齐次马尔可夫过程的转移概率具
有下列性质：
(1) pij(t)≥0;

(2)

(3)

证 由概率的定义，(1)(2)显然成立，下证
(3)

∑
∈

=+
Ik

kjikij sptpstp )()()(

∑
∈

=
Ij

ij tp ;1)(
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∑∑

∑

∑

∑

∈∈

∈

∈

∈

==

====+=

==⋅

===+=

===+=

==+=+

Ik
kjik

Ik
ikkj

Ik

Ik

Ik

ij

sptptpsp

iXktXPktXjstXP
iXktXP

iXktXjstXP

iXktXjstXP

iXjstXPstp

)()()()(

})0(|)({})(|)({
})0(|)({               

})0(,)(|)({

})0(|)(,)({

})0(|)({)(
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• 注：

此为转移概率的正则性条件。




≠
=

=

≠==

→ ji
ji

tp

jiPP

ijt

ijii

,0
,1

)(lim

)(0,1

0

)0()0( 知由
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• 例1  证明泊松过程{X(t),t≥0}为连续时间
齐次马尔可夫链。

证 先证泊松过程的马尔可夫性。
泊松过程是独立增量过程，且X(0)=0，对

任意0<t1< t2<…< tn< tn+1有

})()({
})()(,,)()(

,)0()(|)()({
})(,,)(|)({

11

111212

1111

1111

nnnn

nnnn

nnnn

nnnn

iitXtXP
iitXtXiitXtX

iXtXiitXtXP
itXitXitXP

−=−=
−=−−=−
=−−=−=

===

++

−−

++

++




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})(|)({
})(,,)(|)({

})()({
})0()(|)()({

})(|)({

11

1111

11

11

11

nnnn

nnnn

nnnn

nnnnnn

nnnn

itXitXP
itXitXitXP

iitXtXP
iXtXiitXtXP

itXitXP

===
===

−=−=
=−−=−=

==

++

++

++

++

++



所以

另一方面

即泊松过程是一个连续时间马尔可夫链
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再证齐次性。当j≥i时，

当j<i时,因增量只取非负整数值,故 pij(s,t)=0，
所以

转移概率与s无关，泊松过程具有齐次性。

)!(
)(                                          

})()({})(|)({

ij
te

ijsXtsXPisXjtsXP
ij

t

−
=

−=−+===+
−

− λλ









<

≥
−==

−
−

ij

ij
ij

te
tptsp

ij
t

ijij

,0

,
)!(

)(
)(),(

λλ



第六节 马氏链模型

6.1  基本应用实例

6.2 健康与疾病

6.3 钢琴销售的存储策略



马氏链模型

• 系统在每个时期所处的状态是随机的

• 从一时期到下时期的状态按一定概率转移

• 下时期状态只取决于本时期状态和转移概率
已知现在，将来与过去无关（无后效性）

描述一类重要的随机动态系统（过程）的模型

马氏链 (Markov Chain)

——时间、状态均为离散的随机转移过程
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某计算机房的一台计算机经常出故障,研究者
每隔15分钟观察一次计算机运行状态,收集了24小
时的数据 (共作97次观察) . 用1表示正常状态, 用0
表示不正常状态, 所得的数据序列如下:试求一步转移
概率矩阵。

111001001111111001111011111100111111111000110

分析

,)97,,2,1( 个时段的计算机状态为第设 =nnXn

状态空间: I={0, 1}. 

例1

111011011010111101110111101111110011011111100

6.1  基本应用实例
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96 次状态转移的情况:  ;8,00 次→

;18,01 次→

因此, 一步转移概率可用频率近似地表示为:
,

26
8

188
8}0|0{ 100 =
+

≈=== + nn XXPp

,
26
18

188
18}0|1{ 101 =
+

≈=== + nn XXPp

,
70
18

5218
18}1|0{ 110 =
+

≈=== + nn XXPp

.
70
52

5218
52}1|1{ 111 =
+

≈=== + nn XXPp

;18,10 次→ .52,11 次→
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:1的一维分布马氏链在任意时刻 Tn∈

        .,2,1,},{)( =∈== jIaaXPnp jjnj

特点: ∑
∞

=

=
1

.1)(
j

j np

,}{}|{}{
1

00∑
∞

=

=====
i

iijnjn aXPaXaXPaXP

       .,2,1),()0()(
1
∑
∞

=

==
i

ijij jnppnp 即

用行向量表示为 )()0()()0()( nPpnPpnp ==

一维分布由初始分布和
转移概率矩阵决定
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由以上讨论知,转移概率决定了马氏链的运

动的统计规律. 因此, 确定马氏链的任意n步转

移概率成为马氏链理论中的重要问题之一.
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设每一级的传真率为 p, 误码率为 q=1-p.
设一个单位时间传输一级,

只传输数字0和1的串联系统 (         传输系统)

0X
1 1X 2X



1−nX
n nX



2

如图:

是第一级的输入0X )1( ≥nnXn 级的输出是第

分析: ,},2,1,0,{ 是一随机过程=nXn

,}1,0{=I状态空间

例2 10 −
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,, 为已知时且当 IiiXn ∈=

,1 有关所处的状态分布只与 iXX nn =+

而与时刻 n 以前所处的状态无关.

所以它是一个马氏链, 且是齐次的.

一步转移概率

1,0
,,

,
}|{ 1 =





≠
=

==== + ji,
ijq
ijp

iXjXPp nnij

一步转移概率矩阵 





pq
qp
10

=P
1
0
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在 传输系统中,

真率与三级求系统二级传输后的传设 ,9.0)1( =p

传输后的误码率;

,}1{)0()2( 01 α=== XPp设初始分布

.1}0{)0( 00 α−=== XPp

系统经 n 级传输后输出为 1, 问原发字符也是 1 的
概率是多少?

10 −
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解 先求出 n 步转移概率矩阵.

,
1
0

1     0              







=

pq
qp

P因为

有相异的特征值 qp −== 21 ,1 λλ

所以可将 P 表示成对角阵

,
0

01
0

0

2

1






−

=







=

qpλ
λ

Λ

11 )( −− == HHHHP nnn ΛΛ则
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            .
)(

2
1

2
1  ,)(

2
1

2
1

)(
2
1

2
1  ,)(

2
1

2
1

1

0

1                     0                  














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(2)  根据贝叶斯公式, 当系统经 n  级传输后输出
为 1, 原发字符也是 1 的概率为:
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说明
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对于只有两个状态的马氏链, 一步转移概率



通过有实际背景的例子介绍马氏链的基本概念和性质

例1. 人的健康状况分为健康和疾病两种状态，设对特
定年龄段的人，今年健康、明年保持健康状态的概率
为0.8, 而今年患病、明年转为健康状态的概率为0.7，

6.2   健康与疾病

人的健康状态随着时间的推移会随机地发生转变

保险公司要对投保人未来的健康状态作出估计, 以制
订保险金和理赔金的数额

若某人投保时健康, 问10年后他仍处于健康状态的概率



,1,0,2,1,),( 1 ===== + njiiXjXPp nnij转移概率

Xn+1只取决于Xn和pij, 与Xn-1, …无关

8.011 =p 2.01 1112 =−= pp

7.021 =p 3.01 2122 =−= pp
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,1,0,2,1
),()(

==
==

ni
iXPna ni状态概率

状态与状态转移

状态转移具
有无后效性

2121111 )()()1( pnapnana +=+

1 2

0.8 0.2 0.3
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2221212 )()()1( pnapnana +=+



n        0

a2(n)        0

a1(n)        1设投保
时健康

给定a(0), 预测
a(n), n=1,2…

设投保
时疾病 a2(n)       1

a1(n)       0          

n→∞时状态概率趋于稳定值，稳定值与初始状态无关


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2121111
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∞ 
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0.7          0.77        0.777   …

0.3          0.23        0.223   …
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状态与状态转移
1 2

0.8 0.2 0.3
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0.22



1 2

3 0.10.02

1

0.8 0.250.18

0.65

例2. 健康和疾病状态同上，Xn=1~ 健康,  Xn=2~ 疾病

3332321313

3232221212

3132121111

)()()()1(
)()()()1(
)()()()1(

pnapnapnana
pnapnapnana
pnapnapnana

++=+
++=+
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p11=0.8,  p12=0.18,  p13=0.02 

死亡为第3种状态，记Xn=3

健康与疾病

p21=0.65,  p22=0.25,  p23=0.1 

p31=0,  p32=0,  p33=1 



n            0        1          2             3     …

a2(n)        0     0.18    0.189     0.1835 …

a3(n)        0     0.02    0.054     0.0880  …

a1(n)        1     0.8      0.757     0.7285  …

设投保时处于健康状态，预测 a(n), n=1,2…

• 不论初始状态如何，最终都要转到状态3 ；

• 一旦a1(k)= a2(k)=0, a3(k)=1, 则对于n>k, a1(n)=0，
a2(n)=0,  a3(n)=1, 即从状态3不会转移到其它状态。

状态与状态转移

0

0

1

∞50     …

0.1293  …

0.0326 …

0.8381 …
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wwPw =满足

马氏链的两个重要类型

1. 正则链 ~ 从任一状态出发经有限次转移
能以正概率到达另外任一状态（如例1）。
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w ~ 稳态概率



马氏链的两个重要类型

2. 吸收链 ~ 存在吸收状态（一旦到达就不会离
开的状态i, pii=1）,且从任一非吸收状态出发经有
限次转移能以正概率到达吸收状态（如例2）。



6.3   钢琴销售的存贮策略

钢琴销售量很小，商店的库存量不大以免积压资金

一家商店根据经验估计，平均每周的钢琴需求为1架

存贮策略：每周末检查库存量，仅当库存量为零时，
才订购3架供下周销售；否则，不订购。

估计在这种策略下失去销售机会的可能性有多大，
以及每周的平均销售量是多少。

背景与问题



问题分析

顾客的到来相互独立，需求量近似服从波松分布，其
参数由需求均值为每周1架确定，由此计算需求概率

存贮策略是周末库存量为零时订购3架 →周末的库存
量可能是0, 1, 2, 3，周初的库存量可能是1, 2, 3。

用马氏链描述不同需求导致的周初库存状态的变化。

动态过程中每周销售量不同，失去销售机会（需求超
过库存）的概率不同。

可按稳态情况（时间充分长以后）计算失去销售机会
的概率和每周的平均销售量。



模型假设

钢琴每周需求量服从波松分布，均值为每周1架

存贮策略：当周末库存量为零时，订购3架，周初
到货；否则，不订购。

以每周初的库存量作为状态变量，状态转移具有
无后效性。

在稳态情况下计算该存贮策略失去销售机会的概
率，和每周的平均销售量。



模型建立 Dn~第n周需求量，均值为1的波松分布
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模型建立
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第n周失去销售机会的概率

)( nn SDP > n充分大时
in wiSP == )(

模型求解

105.0452.0019.0263.0080.0285.0264.0 =×+×+×=

从长期看，失去销售机会的可能性大约 10%。

1. 估计在这种策略下失去销售机会的可能性
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模型求解

第n周平
均售量
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从长期看，每周的平均销售量为 0.857(架) 

n充分大时 in wiSP == )(

需求不超过存量,销售需求 需求超过存量,销售存量

思考：为什么这个数值略小于每周平均需求量1(架) ?

2. 估计这种策略下每周的平均销售量

),( iSiDiP nn =>+



敏感性分析 当平均需求在每周1 (架) 附近波
动时，最终结果有多大变化。

设Dn服从均值为λ
的波松分布
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22

状态转移阵

λ 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2
P 0.073 0.089 0.105 0.122 0.139

第n周(n充分大)失去销售机会的概率 )( nn SDPP >=

当平均需求增长（或减少）10%时，失去销售
机会的概率将增长（或减少）约12% 。



期末复习要点：

1.上极限、下极限的定义及含义，理解事件

序列的极限的表达方式。

2.熟悉常见的分布函数。

3.掌握矩母函数与特征函数的定义和性质，

会求一些函数的矩母函数和特征函数。

4.条件概率与条件期望的求法及性质，

如：EX=E[E(X|Y)],   E(X|X)=X

第一章



期末复习要点：

1.理解会求随机过程的均值函数、方差函

数、(自)协方差函数、 (自)相关函数、 互

协方差函数、互相关函数。

2.理解(严、宽)平稳过程的定义，会判断随

机过程是否为平稳过程。

3.会用定义判定平稳过程是否有遍历性(均

值遍历性及协方差遍历性) 。

第二章



期末复习要点：

1.Poisson过程的定义，理解其含义。

2.会求Poisson过程的一些相关的概率。

3.理解Poisson过程时间间隔序列Xn,第n次

事件发生的时刻Tn相关定理。

4.非齐次Poisson过程与齐次Poisson的关系

定理，非齐次Poisson的相关概率计算。

第三章



期末复习要点：

1.理解Markov链的定义，理解其数学含义，

会求相应的概率。

2.会求一步转移概率及一步转移概率矩阵。

3.会求n步转移概率，会证明C-K方程(离散

时间及连续时间) 。

4.会求状态的周期，会判定状态的常返性

(正常反、零常返和非常返)(方法1，方法2) 。

第五章



法2：
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期末复习要点：

5.理解 的关系。

6.会将状态进行分类

7.会判别平稳分布（不变分布）,会求平稳

分布,及Markov链的遍历性.

第五章
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